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内 容 提 要 


本 书 是 系统 小 结 作者 与 同事 们 在 多 复 变 数 几 何 函 
数论 方面 的 研究 工作 的 专著 。 办 容 包括 三 部 分 : —. fi 
A Bloch E 3 ; — YF PG AR E (Schwarz) $k ; Zn ру 
上 映照 与 星 形 映 照 . ARRIE Ж ABOE РИ y HI ПЧ E 
究 工作 ;第 三 部 分 是 (多 复 变 数 的 西 映 照 与 星 形 上 映照 》 
一 书 的 补充 与 进一步 发 展 的 研究 工作 。 

本 书 可 殿 数 学 研究 工作 者 及 高 等 院 校 数学 专业 的 
研究 生 教师 与 高 年 级 学 生 学 习 和 参考 。 
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The authors and their colleagues study 
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出 版 说 明 


从 60 年 代 起 ,由 华罗庚 教授 任 主编 的 《现代 数学 丛书 ?编辑 委 
员 会 曾 组 织 编著 ,并 由 我 社 出 版 了 多 部 具有 很 高 水 平 的 数学 学 术 
专著 ,有 刀 部 专著 并 已 在 国外 出 了 外 文 版 ,受到 国内 外 数学 界 和 广 
大 读者 的 高 度 重视 ,获得 了 很 高 的 评价 。 原 编 委 会 中 华罗庚 、 关 秘 
直 、 吴 新 谋 三 位 教授 虽 已 先后 逝世 ,但 他 们 为 本 《从 书 》 所 作出 的 贡 
献 迄 今 仍 为 人 们 所 敬仰 .怀念 。 由 于 某 些 客观 原因 ,《 现 代数 学 从 
韦 ;的 出 版 工作 曾 一 度 停 顿 。 

为 了 适应 现代 数学 的 迅速 发 展 , 更 好 地 反映 我 国 数学 家 近 几 
年 的 优秀 研究 成 果 , 必 须 大 力 加 强 4 现 代数 学 从 书 》 的 规划 .编辑 、 
出 版 工作 ,充实 编 委 会 的 力量 。 考 虑 到 不 少 编 委 年 事 已 高 ,经 阅 原 
编 委 会 中 大 部 分 同志 及 数学 界 有 关 专 家 广泛 征求 意见 后 ,于 1990 
年 对 编 委 会 作 了 调整 ,补充 了 一 些 著名 的 中 年 数学 家 和 学 科 带 头 
人 ,建立 了 新 的 编 委 会 ,并 进一步 明确 了 本 丛书 的 宗旨 。 

《现代 数学 丛书 ?新 的 编辑 委员 会 由 苏 步 青 教授 任 和 名誉 主编 、 
谷 超 训 教 授 任 主编 ,18 位 著名 数学 家 任 委员 。 编 委 会 负责 推荐 (或 
审定 ) 选 题 和 作者 ,主持 书稿 的 审核 等 工作 。 

《现代 数学 丛书 ?的 宗旨 是 :向 国内 外 介绍 我 国 比较 成 熟 的 .对 
学 科 发 展 方向 有 引导 作用 的 .国内 第 一 流水 平 的 数学 研究 成 果 , 反 
映 我 国 数学 研究 的 特色 和 优势 ,扩大 我 国 数学 研究 成 果 的 影响 , 促 
进 学 科 的 发 展 和 国内 外 的 学 术 交 流 。 

为 了 实现 上 述 宗旨 ,本 丛书 将 陆续 组 织 出 版 在 基础 数学 、 应 用 
数学 和 和 计算 数学 方面 处 于 学 科 发 展 前 沿 、 有 创见 且 具 有 系统 完整 


+2. 出 版 说 明 


研究 成 果 的 现代 数学 学 术 专 著 。 

为 出 版 好 《现代 数学 丛书 》, 我 们 热切 地 期 望 着 数学 界 各 位 专 
家 的 大 力 支持 和 悉心 指导 ,并 欢迎 广大 读者 提出 宝贵 的 建议 和 意 
见 。 


上 海 科学 技术 出 版 社 


至 
ui 


从 1988 年 以 来 ,作者 与 一 批 国 内 外 的 同事 们 研究 多 复 变 数 几 
何 函 数论 ,获得 了 一 系列 的 结果 。 为 了 系统 地 小 结 这 方面 的 成 果 ， 
1995 年 作者 之 一 出 版 了 这 方面 的 第 一 部 专著 《多 复 变数 的 凸 映照 
与 星 形 映照 六 纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 第 ЗА 号 ,科学 出 版 社 ) ,在 
此 书 中 ,系统 地 小结 了 作者 与 他 的 同事 们 在 多 复 变 数 屿 映照 与 晨 
形 映照 方面 的 成 果 。 本 书 是 小 结 作 者 与 同事 们 在 多 复 变数 几何 范 
数论 的 研究 工作 的 第 二 部 专著 ,主题 是 Bioch( 布 洛 赤 ) 常 数 与 
Schwarz《 许 无 尔 兹 ) 导 数 。 所 以 本 书 是 上 述 第 一 部 专著 的 姐妹 篇 。 
本 书 共 有 三 章 。 第 1 SEE: Bloch Сту g. 即使 在 单 复 变 数 的 
情形 ,Bloch 常数 仍 是 少数 至 今 尚 未 解决 的 著名 问题 之 一 。 在 多 复 
变数 的 情形 ,如 果 只 考虑 全 纯 映 照 类 ,那么 有 反例 说 明 Bloch 常数 
不 存在 。 第 1 章 中 从 单 复 变数 的 Bloch 常数 的 历史 回顾 讲 起 ,介绍 
Bochner f $$ £y . 伍 鸿 咎 等 在 多 复 变 数 的 Bloch 常数 方面 的 贡献 ， 
最 后 叙述 作者 与 他 的 同事 应 用 李 代 数 在 有 界 对 称 域 上 全 纯 映 照 的 
Bloch 常数 的 工作 ,第 2 章 讲 述 Schwarz УЕМ. ЛХ\@ 538, Schwarz 
导数 是 分 析 中 的 一 个 重要 概念 ,与 很 多 数学 分 支 有 关 , 如 
Teichmüller 空间 等 。 近 年 来 ,有 不 少数 学 家 从 各 种 不 同 的 角度 将 
Schwarz 导数 推广 到 高 维 空间 。W.P.Thurston 曾 说 过 :“Schwarz 
导数 很 像 一 种 曲率 。 在 微分 几何 中 不 同 的 曲率 都 是 度量 曲线 及 流 
形 与 平坦 之 间 的 偏离 。 而 Schwarz 导数 则 是 度量 个 共 形 映照 与 
Möbius 变换 之 间 的 偏离 ?”。 最 近 有 不 少 工作 是 遵循 这 个 观点 将 
Schwarz 导数 推广 到 高 维 空间 的 。 在 本 书 的 第 2 章 中 有 :作者 与 同 
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事 们 遵循 Ahlfors 的 观点 , 即 *Schwarz 导数 是 交 比 的 无 穷 小 形式 ” 
的 观点 ,将 Schwarz 导数 推广 到 高 维 空间 的 工作 ;按照 Thurston 的 
观点 ,将 Schwarz 导数 及 高 阶 Schwarz 导数 推广 到 高 维 空间 的 工 
作 ; 按 照 将 Schwarz 导数 看 作 CP 中 某 种 曲率 的 观点 ,将 Schwarz 
导数 推广 到 高 维 空间 的 工作 ;以 及 在 Kahler 流 形 上 的 Schwarz Ж 
数 的 工作 等 等 。 在 上 述 第 一 部 专著 ( 凤 《 多 复 变 数 的 号 映照 与 星 形 
映照 罗 出 版 前 后 ,十 分 可 喜 的 是 ,我 们 的 一 批 辣 事 , 如 刘 太 硕 等 在 
多 复 变 数 昨 映照 与 星 形 映 照 方 面 又 获得 一 批 很 有 意义 的 成 果 , 使 
这 个 方向 的 工作 日 趋 成 熟 。 本 书 的 最 后 一 章 , 即 第 3 章 就 是 介绍 他 
们 的 一 些 新 成 果 ,以 作为 对 第 一 部 专著 的 补充 与 发 展 ,在 全 书 的 三 
章 中 讨论 了 三 个 不 同 的 课题 ,但 都 疝 属于 多 复 变数 的 几何 函数 论 
的 范畴 .而 一 些 研究 工作 的 思想 与 方法 又 是 互相 关联 的 ,所 以 将 这 
些 内 容 放 在 一 本 书 中 是 裕 当 的 。 

我 们 要 借 此 机 会 感谢 我 们 的 一 些 长 期 合作 者 ,尤其 是 王 世 坤 
教授 与 刘 太 顺 博 士 . 也 要 感谢 陈 志 华 教授 、 任 福 尧 教授 以 及 上 海 科 
学 技术 出 版 社 对 本 书 出 版 的 大 力 支持 。 


作 者 


1996 年 10 月 
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$1.1 历史 回顾 


Bloch 常数 是 古典 复 分 析 中 少数 至 今 尚未 解决 的 著名 问题 之 
一 . 几 十 年 来 ,经 过 了 很 多 数学 家 的 努力 ,已 经 积累 了 大 量 重 要 的 
文献 . 本 书 的 目的 之 一 是 要 讨论 多 复 安 数 空间 中 的 域 上 的 全 纯 映 
照 的 Bloch 常数 . 因 之 ,在 这 一 节 中 ,只 是 十 分 简要 地 叙述 有 关 单 
复 变 数 全 纯 上 映照 的 Bloch 常数 的 一 部 分 重要 结果 ,在 下 一 节 中 将 
给 出 其 证 明 或 证 明 的 梗概 . 

回顾 历史 ,1879 年 Picard 发 现 了 极为 重要 的 Picard 小 定理 
及 Picard 大 定理 之 后 ,Hadamard, Borel , Landau, Schottky 以 及 
Carathéodory 等 学 者 大 大 推进 了 古典 复 分 析 的 发 展 . 到 1924 E, 
有 两 篇 都 是 重新 证 明 Picard 定理 的 论文 发 表 了 ,一 是 Bloch 给 出 
T Picard 定理 ,Landau 定理 及 Schottky 定理 的 一 个 “初等 ”证 明 
{这 些 定理 的 叙述 及 证 明 可 在 大 学 复 变 函数 论 教科 书 中 找到 , 见 文 
献 L1. 17], 故 不 在 此 叙述 了 ). 所 请 “初等 "是 指 不 用 Picard 当时 证 
BH Picard 定理 时 用 到 的 一 些 特殊 的 超越 函数 一 一 椭圆 模 函 数 . 在 
Bloch 的 这 篇 文章 中 还 引入 了 一 些 当 时 是 新 的 概念 与 问题 ,其 中 
包括 Bloch 常数 . 另 一 篇 是 由 Nevanlinna 撰写 的 文章 ,他 也 给 出 
T Picard 定理 的 另 一 个 证 明 , 并 提出 了 著名 的 亚 纯 函 数 的 现代 理 
论 , 即 现在 的 “Nevanlinna 理论 ”. 

先 给 出 经 典 的 Bloch 常数 及 有 关 常 数 的 定义 如 下 ， 

# f(z) 为 单位 圆 A 一 {z;1z| 过 1} 上 的 全 纯 函 数 , 并 且 / (0 


124 2813€ Bloch Gp S MO AC 


—1.2:a€A, 
r(a,f)-—sup {r: 在 4 中 有 单 连 通 区 域 Qa € O, f FE П š H ИЙ 
38 D(f(a),r)); (1.1.1 
其 中 DGGO,3mUA f(a) 为 中 心 ,r 为 半径 的 圆 , 令 
r(f) = supirla,f);a € A). (1.1.2) 


定义 B—inf(£CÓO:f fE A Бей, Н PÀ^(00—-1) (1.1.3) 
FLA A 上 全 纯 函 数 的 Bloch ЖЖ. 

1924 Œ, Bloch 证 明了 B > 0. 1926 年 及 1929 年 , Lan- 
dau. 382.01. 9 给 出 了 B з К.Т ЛАБ 

0. 396<3<0. 555. 
他 还 证 明了 : 若 -( 如 (1.1.2) 所 定义 , 则 
B= mfr: € Š, || £l —1, f'(0) = 1), 0.1.4 
HF 为 由 A 上 的 全 纯 函 数 f GO НИМИ TR: 
|| || —sup(Q—Iz0D LP? Go | :z€ A «oo (1.1.5) 
的 函数 组 成 的 函数 族 ,这 个 函数 族 称 为 Bloch 函数 旋 , 这 是 单 复 变 
数 函 数论 中 十 分 重要 的 全 纯 函 数 族 ， 

1937 Æ, Ahlfors 与 Grunsky05 在 Landau 得 出 上 界 和 估计 的 
例子 中 看 出 :Landau 在 这 个 例子 中 所 得 到 的 上 界 估计 并 非 最 优 . 
他 们 指出 :从 这 个 例子 可 以 得 到 

1 11 
гі s Jl iz = 0.4719, (1.1. 6) 
М1 + var] i| 
此 外 ,他 们 还 猜测 这 是 В 的 确切 数值 . 

重要 的 进展 是 由 Ahlfors 给 出 的 . 他 在 1938 年 发 表 了 一 篇 重 
要 的 文章 (文献 [1. 1]j) ,在 此 文章 中 ,他 开创 了 一 种 有 力 的 微分 一 
几何 方法 (differential ~ geometric method), 现在 称 之 为 Ahlfors 
ЭГЕ, ў Ax 3x d AR. $ Cultrahyperbolic metric). 作为 这 个 方法 的 一 


个 应 用 ,他 证 明了 н 22. 这 篇 文章 可 以 视 为 将 微分 几何 引入 
复 分 析 的 开端 . 此 后 Неве 1962 年 推广 了 超 双 曲 度量 的 概 


B < 


$1.1 历史 回顾 “3。 


念 ,证 明了 Ahlfors 的 下 界 估计 8 之 -中 的 等 号 可 以 去 掉 , 即 В 


>š. 1970 年 Pommerenke 用 分 析 的 方法 ,也 证 明了 这 个 结 


R. 令 人 惊奇 的 是 Ahlfors 的 关于 B B ERES oH 3 RR T Р. 


个 世纪 之 久 , 无 人 能 改进 它 . 直到 1990 4E, Bonk ih T ER CHE 


B 中 的 函数 /的 ef 的 下 界 的 精确 估计 , 才 得 到 Bo 3 


十 10 ".3X R38, RE 88 中 的 全 体 全 纯 函 数 满足 条 件 IL f || =1 所 组 
成 的 ,这 里 1 f || ha. 1. 50 Bp XC. 尽管 Bonk 给 出 了 一 个 微小 的 
改进 ,但 终究 打破 了 保持 了 半 个 世纪 的 记录 . 

与 Bloch 常数 B 相关 的 还 有 很 多 常数 ,这 里 只 选择 几 个 来 介 
绍 . 

ЖР) А Ете, Н / (0) =1. 4 

alf) = ѕир (7.702) 包含 有 以 7 为 半径 的 圆 }。 (1.1.7) 

定义 L=inf(a(/):f 在 A 上 全 纯 , 且 让 (0)==1} (1.1.8) 
为 Landau 常数 . 

1929 Æ Landau”: ЕН T L«0. 555 ,在 Rohinson 一 篇 未 发 
表 的 文章 中 给 出 了 工 之 0. 544, 在 Goluzinn- 贡 的 书 中 给 出 了 例子 ， 
可 得 到 


= 0, 54327, (1.1. 8) 


人 们 猜测 这 是 工 的 确切 数值 . 
== LTR, Ahlfors 在 文献 F1. 1] 中 证 明了 L2+- 1970 


年 Pommerenke"- ЕВ T L>}, 
如 果 在 В 的 定义 中 , 限 止 f 为 局 部 双全 纯 , 即 可 定义 
B, 一 іп {РЕА EARNE, Н f' (0) = 1) 
. (1. 1. 10) 


"m WIR Bloch( 布 洛 赫 ) 常 效 


为 A 上 的 局 部 双全 纯 函 数 的 Bloch Ж ХШ £C Bir (1. 1. 22 Br 
定义 . 显然 В<В,. 


Ahlfors Ok E T Bol „Heins HE8 T Bol ;而 Pom- 
тегепке 1 用 不 辣 的 方法 也 证 明了 Bo» ,他 还 证 明了 工 守 Bo 


PeschlP- 5920-53 t ge BH T Boll ;用 的 是 完全 不 同 的 方法 . 至 于 В, 
的 上 界 也 有 


= 0.5432, (2.1.12) 


人 们 也 猜测 这 是 В, 的 确切 数值 . 
如 果 在 B 的 定义 中 ,限制 了 为 双全 纯 , 即 单 叶 的 , 则 可 定义 : 
A = mfr): E A Es&np e S, B. Р (0) = 1) 
(1.1.12) 
为 4 上 单 叶 全 纯 函数 的 Bloch % $, ix B nC BO. 1.20 pg x. 
早 在 1904 年 ,Hurwitz 就 证 明了 А2>0. 1929 年 Landaut29 证 明了 


А> #0. 5625. H P {EEREN Т L<. 555, Ж L—A. 1956 


i£,Reich'" ЕНД f А20. 569, 1961 年 , ]епип5 Е Bd T 
4>0.5705, 这 些 都 对 4 的 下 界 的 估计 作 了 一 些微 小 的 改进 ， 
1935 4E, Robinson"? ЕНД T. А<С0. 658. 

归纳 起 来 ,回顾 历史 ,有 如 下 一 些 经 典 的 结果 : 

H 1. 1. 1(Hurwitz, 1904) A770. 

EH 1. 1. 2(Bloch,1924) B>0. 

定理 1.1.3(Landau) B=imf(r(/):fe%,| Zl =1). 

定理 1. 1. 4(Ahifors , 1938) 


V3 1 d 
B2- ° L2 , Biz. 


定理 1. 1. 5CLandau-Ahlfors-Grunsky? 


r i r н 
B< = 0. 4719. 
; Vic V г) 
定理 1. 1. 6CGoluzin, Robinson) 
r i r $ 
LS 1 一 0. 5432---. 
I' I 
(е) 
ЗЕРЕ 1.1. 7(Pommerenke) В„<]1. 
此 外 还 有 : 
定理 1.1.8(Jenkins.Robinson) 0.5705<<A<-0. 658. 


‚ SEE 1. 1. 9CBonk 1990) B» À +10-", 


这 四 个 常数 B.L. B., K A 都 是 至 今 未 能 得 到 确切 的 数值 ,都 
是 悬而未决 的 问题 . 特别 是 常数 B, 更 为 人 们 所 关注 . 

但 是 有 一 类 函数 族 , 它 的 相应 的 Bloch 常数 是 已 经 解决 了 的 . 

如 果 在 B 的 定义 中 ,限制 S 29 XX P РА MER RE XL 

C = inf(r(f): f dE А БНА, Н 700) = 1) 
(1.1. 13) 

Җ A ERE AR AE DS ER ИА Bloch ЖЖ 3x B „СРН (1. 1.2) 所 定 
D 

定理 1. 1. 10(Szegó , JKG Minda) O С= 2. 
СЧ / G0 5 log| 1555 | 就 是 一 个 极 值 函 数 . 
有 三 种 不 同 的 方法 来 证 明定 理 1, 1. 10. 在 1923 年 Szeg6 0-51 


D 张罗 入 实际 上 证 明了 一 条 更 广泛 的 定理 : 若 f(z) 将 DMIR (0) = 1,4E 
每 一 个 边界 点 都 可 以 有 经 过 这 点 包 有 /O(D8 р РИ. Ш FODO uS 


以 T, 为 半径 的 圆 . 而 T, 满足 VT 2p Tosin! /T,/20=— T (1җїр<оо) в 


= тасын 
AÁAKC—T.— i 


T SEI ВіосҺОН seii 


用 经 典 分 析 的 方法 ,1952 4E 9K I iUi 590.53 & 1983 年 Mindat) °) 
用 微分 一 几何 的 方法 以 及 基于 属于 S, 的 单 叶 全 纯 凸 函数 的 增长 


定理 ; | 了 (x) | 之 tan-! 128 e= ов | itz) A Bi 39 LImze | < 


1—z 
于 ,立即 导出 C 一 二 (参阅 文献 [1， 13]. 1. 22]. [1. 341). 


除了 这 些 常数 外 ,还 有 很 多 相关 的 常数 ,例如 讨论 的 区 域 不 仅 
ERME A, 也 可 以 是 AN(0) .多 连通 区 域 .C、Riemann 球 P 了 、 有 各 
种 亏 格 的 Riemann 面 等 . 所 讨论 的 函数 不 仅 是 全 纯 函 数 , 也 可 以 
是 亚 纯 画 数 .有 界 函 数 等 .用 的 度量 不 仅 是 殉 氏 度量 ,也 可 以 是 
Poincaré 度量 、Fubini-Study 度量 等 , 而 导数 不仅 是 在 通常 意义 下 
的 导数 ,也 可 以 是 相对 于 各 种 不 同 度量 的 导数 等 .于 是 可 以 得 到 种 
种 Bloch 常数 . 同样 ,这 些 常 数 大 部 分 都 未 能 得 到 其 确切 的 数值 . 
在 这 方 而 有 很 多 的 文献 . 例如 Minda 的 一 系列 的 工作 ( 见 文 献 
[1. 42] —[1. 49]) 以 及 Greene 和 Wu 的 工作 已 约 等 等 . 由 于 本 书 
目的 之 一 在 于 讨论 多 复 变 数 的 全 纯 映 照 的 Bloch 常数 , 故 对 于 单 
复 变 数 的 Bloch 常数 的 工作 不 在 此 一 一 列举 了 ,有 兴趣 的 读者 可 
参考 有 关 文 献 . 在 这 里 作为 举例 介绍 三 项 工作 ;一 是 Greene 和 
Wu 关于 亚 纯 函数 的 Bloch 常数 的 工作 3, 二 是 Minda #15] A. 
的 Marden Tt 1 TERRO XE [EIER E £ PE ВУ Bloch 常数 
的 下 界 的 估计 . 从 这 三 个 例子 中 ,读者 也 许可 以 看 出 这 些 工作 的 大 
概 面貌 . 

若 f(z) 为 在 A 上 的 亚 纯 函数 .如 同 定义 在 A 上 的 全 纯 函 数 的 
Bloch 常数 B 那样 ,以 亚 纯 函数 替代 全 纯 函 数 ; 以 球面 导数 


(Spherical derivative) eCf(z)) = DES 替代 通常 导数 的 模 


1+ |£ (z) 
LP |I; 以 4 中 两 个 点 x, ЖИ z, Bj 3X yE BE (Chordal distance) 
teod =— Zal 替代 欧 氏 距离 .这 样 就 可 以 得 


Q4 |= 1222614 1, [292 
到 亚 纯 函 数 的 Bloch У. 具体 地 说 ,如 果 jz) 为 4 上 的 亚 纯 函 
#.ЗЕН 1067002) Fats, $ 


811 P sx m -7> 


Rla, f) =supi R: Æ A PETFTÆ Q.a € Q, SJH Q MERATE 
平面 C" 上 以 f(a) 为 中 心 ,以 民 为 半径 (在 弦 距 离 意 义 下 ) 的 圆 }， 
R(/)=sup(R(a,fy:a€ A). 

定义 Y—inf(RCÉ f # A EXE H 1007000) (21) А 
ЕЧ ERA Bloch #9 У. 于 是 有 : 
ТЕ 1. 1. d1CGreene-Wu) #1 0. 163«Y«D. 429. 
BEAT Br Minda ** SL A f Marden 常数 М. 
Ж) А Бе, ac A, t d,(a,z) 表示 a 与 z 之 
间 的 Poincaré 距离 , 令 
ACa,5)— (x € Aid,(a,z) < s). 
s(a,f)= sup(sif fE А Са,ѕ) 上 单 叶 }， 


以 及 
507) = supis(a, fia € A), 
则 可 定义 Marden 常数 为 ; 
M = inf(s(f): f XE A E&tlico x || £ || oo), 
这 里 用 和) d.i B У. 
对 Marden 常数 的 精确 数值 也 是 未 知 的 ( 见 文献 [1. 44D. 
定理 1. 1. 12(Minda) 


1. 316--- — hanh! Мап 1 —————1. 4015, 


1-43 
(1.1. 142 

昌 猜 想 上 界 的 估计 就 是 精确 数值. 

最 后 还 要 提 到 圆 环 上 全 纯 函数 的 Bloch 常数 的 下 界 的 估计 . 

# G= (z€ C, R< |z| <1)3& C 中 的 圆 环 . # f(z) 为 G 上 的 
та, HU. de == / R IUOS 1, RI RTI D E SUR El 
上 全 纯 函数 的 Bloch 常数 B 53 Landau Ж L IMPE, PT D sË G 
4:906 9) Bloch 常数 Br М Landau 常数 Lx. 这 只 要 以 G 代替 
д, ЦЯ] SIRE P (o= 1, BI Ts С Ef Bloch 常数 
Br 及 Landau 常数 La. 


“8, 第 1 章 Bloch( 布 洛 赫 ?党 数 


1957 RFO EHT W FEM: 
定理 1.1.13 


IROLA 
Be > ЗКО А Z 0449 
2 VIA FI = 2G(1 — 2) 


YVR — А) 
k(2A +U — 2(1 — А) 


这 里 如 为 Jacobi 椭 贺 函数 的 模 : 


po m [< vv —DE 1 
|0) 1— R* + a, 
v йа x 


, (1.1.16) 


La 


A= L Ганда, AVE = 1 + 2R + RC + 2R° + 


апо 为 Jacobi Ж B3 i 32%. 
在 这 一 章 的 $1.2 中 ,将 给 出 上 述 这 些 结果 的 证 明 或 证 明 的 
梗概 .十分 详细 芍 证 明 可 参阅 原文 . 


$1.2 Landau、Ahlfors 等 人 定理 的 证 明 


HEH Ahlfors 的 结果 :有 >> Š (定理 1.1.4). 


ESE A Ба, H 7 (0) -—1.id Dle R)H A z 
APOR FRKA. 3D 为 D BEI ELE z' ROS P бо А 
HFA., r(z,f) 由 (1, 1. ID EF E $. 于 是 在 z 点 附近 r (z, N= 
ОО), & lim COT 是 存在 的 , 因 之 ,对 任意 的 


ai0<a< 1 ,可 以 定义 在 D(O.a) йл ан 


(a: — |z| D? A|P GO |° 
r(z,f)(AÀA — r(z, JY" 


这 里 4 X 3r GO СРУ (1.1. DEX. BsF 20020, 
故 9(z) 在 D0,a) 上 有 正 的 最 大 信 . 若 ?3(z) 在 点 z € DO a0 hb Ek 


7(z) = {1.2.1) 


$1.2 Landeau, Ahlfors 等 人 定理 的 证 明 “9。 


最 大 值 , 显 然 zo 车 3D(0,a), 于 是 在 Ə9D(f (z) r (zo, DERA 
zo" ,使 得 在 和 A 上 有 一 点 =" , f Ce" )= xo" ,而 z' 或 是 在 34 上 ,或 是 
fFG')z0. 4 p(z)= |f(z)— f(z") FE 
p(z)Z2r(z,f), py) —rGo f). 
HB СА DH feos A hiki), ЖЕЛЕ zx, 的 一 个 邻 域 中 有 
PNA — plz) 22 r(z, f) (A — re, f£)» 

以 及 PA — pa)? = rlz f) A — rleo £P). 
EE , {Н ER X 
(a° — |= 222 A| GOL 


WG) = pa) — aco» „ыр 
在 < 一 za 点 处 有 极 大 值 , 这 是 因为 
Polza) = "Gau Z: F(z) ZEND 
在 xz。 的 一 个 邻 域 中 成 立 . 
由 极 大 值 原理 ， 
lny (z) |. < 0 а. 2. 3) 
成 立 , 这 里 4 28 Laplace WF. 由 (1. 2. 2) 址 接 计算 可 得 到 
2 2 
dabo) а ту обуу (А С рер 
一 2a? A|P Ga) |° 


= (а? jz? T 2r(z9, J) CA — rlz f DE 
BO 2. 3) 即 得 aSo). 但 是 wo 是 7(z) 在 DO, 上 的 到 


最 大 值 的 点 , 故 az 0G 在 000,4) 中 任 一 点 z 都 成 立 . 特别 


取 z 二 0， 即 有 
2 m А 
2 41,(0,/у(А—==(0,/))*` 
H FAY # (0, A/3) 中 是 单调 增 函 数 , 故 
a? A/[4r (fy CA — rf). 


4 al, A—3r( f), 81185 (y> Š. 这 就 证 明了 Ahlfors 的 


a^ 


+ 10* 51€ Bloch( 布 党 赫 }) 常 数 


结果 BLE, 


至 于 Bo 之 计 的 证 明 可 以 相仿 的 证 得 ,只 要 将 (1. 2. 1) 中 定义 
的 7Cz) 代 之 以 


(а? 一 |z|*5|f 2] . 
r(z,f)logCA/r(z, £2)" 


这 里 4>er( 六 -由 于 了 在 4 中 局 部 双全 纯 , 故 上 (z) 在 4 中 有 意 
X HEJ log 函数 取 定 一 支 即 可 . 同样 可 定义 


_ (at — |z|2) f G) | 
60) = Ion A/ ny 


如 同 前 述 的 证 明 那 样 ,可 证 
Aln, (=) rm x0, 


Elz) = (1.2.4) 


(1. 2. 5) 


elle (zo), 于 是 可 得 
а? > at[4(r(0,f))2(log( A/r(0,f)32J"2. 
由 于 dogCA/0 在 Oscescer CO 中 单调 增加 , 故 得 
1 22 elar D dogA/ r NPT 
Ф а->®1, A—>er( f), Bp "UD. 这 就 证 明了 Ahlfors 的 结果 


BI СШ. 1. 0. 


现在 来 证 明 L>}: 
车 f(z) 是 A 上 的 全 纯 函 数 , 且 o=, 4 
R(z,f) = sup(riD(f(z),r) C fI»). 

BAÀ.RG.z0zcAW.- РЕ A EE X. logR (x, f). f 
(1. 2. 4) 中 的 (z, fy IEZA Rr f), r(/) 482 EIL a (f) ,如 同 证 
WB PARTHA, ШИН Ahliors HAR Lz-1 GE 
381.1. 4). 

以 上 贝 我 们 给 出 的 这 三 个 常数 的 下 界 估计 的 证 明 与 原 有 的 证 


$1.2 Landau,Ahlífors 等 人 定理 的 证 明 . 11. 


HB — expl. 
下 面 给 出 这 三 个 常数 上 界 的 估计 的 证 明 ， 
车 РОТЕ 161 <Я, | H: Schwarz 导数 定义 为 


И _ 31 "Qy: 
Us) =, 15|. 


它 有 一 条 重要 的 性 质 ,是 f 在 分 式 线性 变换 下 ,Schwarz 导数 是 不 


变 的 , 即 : 若 A OSEH abcd 为 复 常数 ), 且 аас 
0, 则 


{A OE} = (7:6). 
利用 这 个 性 质 及 Schwarz 反射 原理 (参阅 文献 [1, 17] 中 第 4 章 ) ,可 
以 证 明 函 数 
Pea — pid — рой 
[rta — pfil-i0 一 ГЮ +de 
YER {у BU [ C ЗНН ВЕ 5 « SE TRE E BS IE А п 边 形 ,顶点 在 
e** (&—0,1, 7 2— 1, AA ах, B $ £—0 映 为 z 一 0， E 
(&—0,1,*,n— DRE СНЕ S P| 28%] ЗСК. 21158 3 X€ S 2). 
特别 取 n — 3, BI ЖЕЕ DE — FUE OX ECL. 2. ORA 
feu Ha Ditta — рош 


(1.2.6) 


z= 


(1. 2. 7) 


z = 
5 a. 


f: -Pqopodtiuüc-gppostíd 
WRITERS FOOD CERES LORIE LR PER ROS z 平面 上 的 
正 圆 驱 三 角形 Д 65* (&=0,1,2) 映 为 自身 . A, 的 顶点 在 e" 
(4 二 0,1,2), 顶 角 为 gx. 当 а= FEA 即 为 直线 边 的 正三 角形 . 
六 (9 在 上 一 0 处 可 展 成 fO а C47 STE 
BfL 一 和 工 十 9 十 ij 
ec da dca L 1 
B| 2 ' 2 9 


„12° 3& 13€ Bloch Gp o К 


2 (1.2.8) 
+q 1 4 

rH - 31i) 
EX xo — F (z) = AUTO ALIE 5 和 ;将 z= 二 0 映 为 
tw 一 0; e Ft Bh E Pp. 由 Schwarz 反射 原理 ,F(z) 可 以 解析 开拓 
SIN 1=1<А 中 ,而 圆周 |zx| =R 正 交 于 三 角形 Ді 30, ЕС) 


Elz «Rip Hep £ Pk. 由 平 而 几何 知 R= V VY 3 十 1. TERR E 
w 二 F(z) 将 1z| 过 R IB Riemann H gi. pE Ix | —R 之 间 是 一 一 
对 应 的 .车 是 由 与 入 相合 同 的 无 数 个 三 角形 的 集 所 构成 的 ,其 中 
每 一 个 三 角形 的 每 一 个 顶点 都 是 守 , 的 二 界 支 点 . 故 在 窜 , 上 不 存在 
半径 大 于 1 的 单 叶 圆 . 

PR T 


m _ F(Rz) _ м 
w= f(x) = RF'(0) = z 十 


Ele <IRE, H |=) <1B2S Riemann 面 千 ,在 罕 上 不 存在 半 
&XT Ер соу. 2,8 рр су ШР К= V /3 +1, 
F 的 定义 及 (1. 2. 8) ,就 可 得 到 


fo; lir 
REI (ОЕ Ууз ind ) 


这 就 证 明了 (t. 1. 6)( 定 理 1. 1. 52. 
在 (1. 2.7) 中 令 9 一 0, 就 得 到 函数 
fata — t) ld 一 bd 
фу = t j 


Hia === 0) -$d 
СОЖ |£ | KLA 7S z ш ERU EB = f8JÉ Д, У 


e (k=0,1,2), D 8250, OMOR ет" (&—0,1,2)BE OS А 
H5. 


$1.2 Landau.Ahlfors 等 人 定理 的 证 明 *13* 


RË o — Fo GO — fA DH До A ОЖ eT 
(&—0,1,2)BR 3 Á EF. 由 Schwarz 反射 原理 ,Fo(x) 可 以 解析 开拓 
8E z|-R 中 ,而 |z|==R EXT AJ = ЖЛ. 由 于 入 的 顶 角 为 
0, 故 R=1, 即 |z|==1 与 46 的 三 条 边 正 交 ,w=F。(z) 将 |z| 过 1 映 为 
Riemann 面 #,. 祈 ( 与 1zx| 过 1 之 间 一 一 对 应 .加 ,是 由 无 数 个 三 角形 


的 集 所 构成 的 ,这 些 三 角形 是 由 以 具有 相似 系数 为 rt 的 相似 


变换 从 妇 变 换 面 得 到 的 .由 于 е" (一 0,1,2) 都 不 在 |z| 过 1 中 ， 
故 这 些 三 角形 的 任 一 顶点 都 不 属于 Fo. 因 之 ,将 o 不 掩 有 半径 大 于 


1 
FQ) 的 单 叶 圆 , 于 是 


1 
1 fro fis 


TSF fi ri 


这 就 证 明了 (1. 1. 9 GEXRI. 1. 6). 

ДЕ EXE uEBE Rn PA Н : Жн РЧ ЖЖ Exo FoGOXEIZ|I <1 
中 局 部 双全 纯 , 这 也 证 明了 (1. 1.11). 

对 于 这 三 个 常数 的 上 界 的 估计 更 仔细 的 推导 可 参阅 文献 
[1.21188 3 3€ $ 2 及 第 8 章 $7 或 文献 [1. 42]. 

接 下 来 证 明 Bonk 的 结果 . 在 证 之 前 先 来 证 明 Landau 的 定理 
(1. 1.4) Gg REL. 1. 3). 

显然 ,对 Bloch 常数 的 研究 只 要 在 器 中 满足 700) =0. 7 (0) 
一 1 的 那些 函数 中 讨论 即 可 . 若 了 为 Bloch 常数 的 极 值 函数 , 即 
"А? = В, Р] А PERA во, fl f' C750. fE 


z + zo 
(z) = 1 TE] Z /Ф) 
# С Fea — |] ° 
; ES B 
CTdÉg€9,H g(0-—0,2(0—1,18 туу Га Is [5 
ВЖ, 17 GOIO- |z 190071. 否则 ,与 吾 的 定义 相 矛 盾 . 即 


E S GQO750, B LP Gau [XO — [x IO S1, f (z) = 030 ftf E 
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SURGE. {НЩ =0 К}, | /"(&)|(1—||®=1,Ж 
ПАН = suif 14а – lezl, € A) = 1. 
这 就 证 明了 (1. 1. 4). 
^3 


19904£ , Bonk" '"uE B] T B>- +10, TET Ahlfors f 
持 了 半 个 世纪 的 纪录 . 
现在 来 叙述 他 对 Ahlfors 的 结果 B2 Sg 另 一 个 证 明 : 


F FG 5.4 D ш Go twi -$) зед. 
显然 , 当 we€aARBL,IGGOQG-— [Е w) l=. id 
B, = (f € Y: = 1,7 (0) = 1,f(0) = 0}, 
如 前 所 述 ,对 Bloch 常数 的 估计 只 要 在 名 ,中 进行 即 可 , 即 只 要 考 
m 
supl f IA — jz} = 1 
这 种 函数 了 即 可 .于 是 当 wE a4 nt, | FG) | с шу. Ф 


OED] e o 
HG) = [Ey ilum 


由 于 /GO€39, О f"(0)—0. BR ZH Ge) Е ww 二 1 处 是 全 纯 的 ， 
HOC) YEA E. 8k, 易 见 ， 当 weas Bj, 9teH w) 250. 因 之 
ReH Cw) 22035 wE 4 时 成 立 . 这 就 得 到 Ref (F Q0) >С Cw P w 


€ [0.1 BE. Ф «= FCu) ,代入 上 式 即 得 ， “zelo, js. 
Ref (z) > т=з, (1.2.9) 

Ez 1) 

成 立 . 对 于 el 中 的 任 一 点 x 一 re*， 只 要 考虑 函数 g(z) = 


e^" f Ce) ИВА) (1. 2.9) 对 任意 在 Iz|<—= 中 的 点 z 都 成 
3. 


81.2 Lendau.Ahifors 等 人 定理 的 证 明 „15+ 


由 (1. 2. 9) 即 得 Ref G2»034 |z | cL 时 成 立 . 故 f(z) 在 


V3 
-l pyy. HF (0)==0, 故 由 (1. 2. 9,9 
¿“3 
|A 7$ e”) > [F Res ' (te^ уй Z pm cic ТА ds 


J = — J 
Куз 
E 
于 是 /了 0, 了 的 任 一 边界 点 与 原点 的 距离 不 小 于 m 
foo] ]>p( o. 3.) . ашт a>. 
至 于 他 证 明 в» pio Ges. 1. 9) 的 梗概 如 下 : 


Ж 0а) Є98,, Р G) = 1 + 5а. z". 首先 证 明 ， 
la| < 1, 1а, <5 
"E E |z|" < 10|=]* 


% |z |< Br. 由 此 可 证 : 若 xe EE А 


<w ™ 
LRL G) + fFGIÓm Jilla + ik 
"ades Ж! 
当 pc [—z.x]N — €». HER. 利用 这 个 不 等 式 在 其 两 端 积 分 ， 


就 可 证 明 B>> 交 十 十 10-”. 详细 的 叙述 可 参阅 文献 [1. 107. 


Bonk 的 结果 一 方面 对 Ahlfors 的 结果 作 了 微小 的 改进 ; 另 一 
方面 给 出 了 Ahlfors 的 结果 的 一 个 简单 的 分 析 证 明 , 当然 关 键 的 
一 步 是 证 明 (1. 2. 9). (1. 2. 9) 称 为 Bonk 偏差 定理 , 
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1990 年 , Minda 1: 9 £& Н (1. 2. 9) 一 个 几何 的 证 明 ， 并 指 
H (1.2.9) 1e | < “Š 时 也 成 立 . 在 点 re 天 0 处 ，(1.2.9) 
APEERE dD Sefiller) AE 
fo = Ine m 7А 


zl 
19924, Xll [5] [H 55 Minda 如 给 出 了 9, rp Еа C] 
相应 的 偏差 定理 , 他 们 证 明了 : 若 fE 男 ,, 且 在 4 中 局 部 双全 纯 , 则 


当 |z|<< 去 时 ,有 
ve^ coz уе (06), 


在 点 E 当 且 仪 当 
2) == fy бех) , 


1+ 1 
这 里 fe) =— $=p|— 2) 
他 们 利用 这 个 39, rh RR A AER CR AR OE ER AHT В, 
> 的 另 一 个 证 明 ， 


在 Bonk 定理 的 证 明 过 程 中 ,也 已 证 明了 (1. 1. 14) 的 左 端 的 
不 等 式 成 立 , 即 证 明了 Marden 常数 的 下 界 的 估计 . 而 Ahlfors- 


г| 5 1 jn a 
Grunsky 用 来 证 明 BS 的 那个 函数 ,可 以 用 来 


лш) 


ЖЕНД (1.1. 14? 的 右 端的 不 等 式 成 立 (定理 1.1. 12). 

接 下 来 给 出 4 的 上 .下 界 的 估计 的 证 明 . 

19354 , Robinson" 5 给 出 了 A 的 上 界 的 估计 :4<0. 658 GE 
理 1, 1. 8). 


4 K(z)=——— EAH Koebe MA 


(1— = 


tw 
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PEEL NM y 
p = plr) = a+ O<r<1). 
S. w=K GK) H Ak ABERZ-—3B-—12]—z 的 裂 
纹 . зо, K OKEN] HAR УД d: Her. —1. 675 


= mH A m Ad ЧЕ ТАЙ BER EE ES rs. 
4 n-—pGD, Pi pri) (0c ril, 0<ғ7,<1), p i Е 


1 = +10. Bw; =K (pK K! GG)» 
РР Р 


ое. 条 有 裂纹 ,一 条 由 一 1 到 一 nn); 一 条 由 1 到 ғ, А. 
иљ (0) = ru ho t> Ln. 


4 6 二 [2 pe cited 
于 是 w, = [wi G2) Jš HE ABS AER 3 RRA, 34& Hle 5 , — 1.07 
UR li dob EI Tos e d REIR reo ЕЁ 
为 和 .从 这 图 形 直 接 观察 到 , 它 能 容纳 的 贺 最 大 半径 不 大 于 学 . 由 


+ lako) |*= шй боо, Alu CO |, Ip n 2, 
经 直接 计算 可 得 到 А< 0. 658. 

下 面 给 出 А2>0. 569 的 证 明 , 这 是 Reich 3 的 结果 ， 

如 前 所 述 , 只 要 在 Ж, T 若 f € 3, ,f(z)==x--a,z°+ 


аз? + < - , Е BH a,=0, la | URIE | log EE 


3 
1X 
3 


4 0H MG log E 1— H ye = faz), #(z)=— ът 
定义 


(Ley 


PUER d 
м] ceteras 


y: —2/3 
# f GYRS y>0, WJ F G.A yG = — [meo dod 


JG, = MG) С 
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-1 
gi. = F id =s fS = z + by: + Ба? 十 …， 


ЙЇ&= уу, Б ауу Баз? 显然 ,8 DE |z |<1 单 叶 全 
纯 , 由 Fekete-Szego&E EE CAR] SCA [ 1. 21] 第 4 章 8 85, ll 
lös — а < 22 + 1 
对 任意 оЄ [0,1 HER Sr. 由 此 即 得 : 
ol ear уа]. 

取 a— 0. 372947 ,:—0. 99925, 1$ | | >0. 569. 这 就 证 明了 A> 
0. 569. 如 前 所 述 ,1961 年 ,Jeakinst3 略 加 改进 为 A70. 5705. {Н 
证 明 较 为 复杂 , 故 从 略 . 

现在 来 证 明 C 一 子 (定理 1. 1. 10). 

先 证 Finkelstein 236 J B i4 58 A FG B HESS RE 3B , 

车 g(z)==ciz 十 … 在 A 上 全 纯 , 且 将 和 4 上映 到 入 之 内 , 令 10) = 


ÑTgG)D=a +: Д GO | EART. Ф h(z)= IT 


bizte, M| АСО) ==0, [А CO | 1,24 z€ АН]. ЕШ Schwarz 9| E, 
lA GO | «от ||. 于 是 
hlz} + c, 


„ЈАС + lel 


IgG] = а тарту | ре eR БЧА Стена рар 
(1. 2. 105 
E f e) =zx—--a,;z2+ a,|z*+ ++ A 上 的 全 纯 凸 映照 , 则 
Re 1+9) 20. 


41-87-18 pg |а ium 
Len [f se [Lt£]- s> i= ig | 


1—#& 
即 得 


Le 
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Hi. 2. 1048 leE Җен p laz: ,代入 上 式 , 即 得 
п. |20) ење), 


f J“ 142er + r` 
由 于 r Flog сое [577). 
即 有 LA > SEES 
两 边 对 + 积分, 即 得 
Ш, de. 


1+ 207 ғ 
# T' 39 0 #| f(z) ЮВ, Y= (T) , WI 


Се t "o ds 
76) | [AIL AA 


ET паа 0) 
(Q — p» (1 一 e»? 
1 -1 e 


Та-та Ё 
Ti WS дЕ ЖЕ supl f A |z =1 88 РС), ELI 700) —0. Bl 
2,70, p70. ЕЗ И АУС | f Ge) | 之 tan-'r. 由 于 
了 (4) 为 本 函数 , 帮 由 此 立 得 С>. iR ч = Јов 1+5 


1—z 


аА DR [ms |< k CT. ERE CT Z. 

Hi Ahlfors-Grunsky 所 讨论 的 映照 ,立即 可 得 定理 1.1.11 
(Greene 和 Wu) FÉ ЕЯ feit. 至 于 下 界 的 估计 ,由 于 证 明 较 
长 ,在 此 从 略 . 

最 后 介绍 一 下 证 明 (i.1.15) 及 (1.1. 16) (定理 1. 1. 13) 的 梗 
#0191, 

先 证 G 的 Bergman В 天 (z,z) 为 


2 2 1 г 
E [a 21а | — L [дао | а 


此 处 r= |z|. FÆ С 的 Bergman ЖЕ у Т (2,2) |dz |2, ET Gr xz》 
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= Е 2 2 Ë 
TERET T 4" u — A) — (cn*u 一 sn*udn’u) 


十 2A&!sn'ucn?a ] ， 
AP u= = -In BE snu, спи 及 dnu 等 为 Jacobi 椭圆 函数 (参阅 


i sa a 
| zr + 


T — 9 In{ dn и — А) (спи — sn'udn/u) 


9 a 
+ 2 АР?зп?исп2и } | 


进一步 证 明 z 在 jz|= 有 处 取 最 小 值 , 然 后 应 用 Ahlfors 的 微分 
一 几何 的 方法 , 邑 可 得 (1.1.15) 及 (1. 1. 16). 

在 文献 [1. 19] 中 ,还 给 出 了 ”连通 区 域 的 Bloch 常数 与 Lan- 
dau 常数 的 下 界 估计 . 


$1.3 反例 ,K- 拟 似 共 形 上 映照 


将 古典 几何 函数 论 的 成 果 推 广 到 多 复 变数 中 ,往往 有 反例 说 
明 其 不 成 立 , Bloch 常数 就 是 这 样 . 

如 同 单 复 变数 的 情形 一 样 ， йы asas s 
Bloch 常数 . 

车 DCE 为 域 ,0ED,z= (zi,… ,zs) ЄС". EAW fC) 
—Gica) s. GM ОС", B. | дет, 0) | =1 R J /(0)=T1T, 
97, 表示 f № Jacobian = Е, I 为 单位 方 阵 , 车 aE D, $ 

r(a, f) —supír: E D 中 有 单 连通 区 域 人 ,aE Q, f£ ЖП XUR TU 

ЖЭШ A UA Fa) 为 中 心 ,r 为 半径 的 球 } (1. 3. 1) 
r(f) = sup{rla,f);a € D}, (1. 3. 2) 

则 可 征 义 : 
= infr (A:S Æ D LEA, Н [detJ,CO| = 109 7,00) = Hj 
(1.3.3) 


$1.3 反例 ,K- 拟 似 共 形 映照 -21- 


X D БФ: В Bloch 常数 . 
洁 样 可 以 定义 工 .B A.C 等 . 
” 很 早 就 有 人 举 出 各 种 反例 ,说 明 在 多 复 变 数 中 ,Bloch 常数 是 
不 存在 的 . 
第 一 个 明确 给 出 反 饮 芍 也 许 是 伍 鸿 咎 0 ,他 给 出 了 两 个 反 
例 . 现 举 其 中 之 一 如 下 : 
在 C: 中 的 单位 球 B= {z= (1,20) ЄС. |, |?2+ |z, 2<15 E, 
定义 映照 


w = f(z) = [nz dons 


zur n HEREN, MEROS, detJ, (00 —1, faH 
ВУЙ п |o, |° en о | 1. FEE 六 (8?) 中 包 有 的 球 的 最 大 


半径 不 能 超过 二 . 由 于 ”可 任意 选取 , 故 在 刀 上 的 全 纯 映 照 了 B. 


了 (0) —0, |detJ,C0) | 1089 4c V ARR НЕЛЕ, Н. Bloch 常数 B 
不 存在 . 不 但 如 此 ,这 个 例子 也 说 明 : 若 了 满足 |detyzr(0)1=1 的 条 
fF, L.B,.A.C 都 不 存在 . 显然 ,在 C? 上 同样 可 以 举 出 反例 来 . 
如 果 对 条 件 |detJC0) | 二 1 进一步 加 强 , 例 如 要 求 满足 jz(C0) 一 
1, 那么 Bloch 常数 B 是 否 存在 呢 ? 

19774 , Harris "28 T # F 69 Бе 494. DÁ BJ Bloch Ж B Ж 
然 不 存在 . 实际 上 ,他 的 反例 证 明了 :对 C 的 任意 有 界 域 O,0€ O, 
任 给 67-0, Rl Q 上 一 定 存在 一 个 双全 纯 映照 h(z),h(0) 一 0， 
JOSI, А-О CC" ini 2 中 不 可 能 包 有 以 6 为 半径 的 球 - 

不 失 一 般 性 ,不 妨 设 是 包 在 双 圆 柱 : 

Р? = {z = (z2) € С. |a| < 1,lz:| < 1) 

之 内 . 任 给 67-0, nf AAR n 充分 大 ,使 得 пд22>2. 定义 严 (zlyzz》 
= (zi nz z+). 车 hh(D) 包 有 半径 为 6 BJ SR, |£ | <ë. 设 此 球 的 中 
CHa, 8), FEED R£ (А, гь) (А, 20 WI h GS, ро) = 
Ca P UAR hA, н) = (а, BHE). Н h Bj SE Y R[ AE : e = t, ut po 
= Ж n Gé 0) — A,— РЕ A— A= nt (028-5). 因 之 ， 


, 
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2|£1-128--£ | 2,9 [£|«8 中 任 一 点 都 成 立 . 从 中 选取 一 点 50, 
E 12845122141. 于 是 可 得 nó*s2. 这 与 n0*7- 200] SE sR FHOT JB. 
六 显然 是 在 СБУ, B А00) =0, J,CD =1. 所 以 СНЕЖ 
有 界 域 0 上 的 双全 纯 映 照 
h(z):(1— f C €, kO) = 0, /,(0) = 1, 

由 这 样 的 全 纯 喘 照 组 成 的 喘 照 族 ,Bloch 常数 B 也 是 不 存在 的 . 从 
这 个 例子 也 可 以 看 出 ,LL、B。、A 也 是 不 存在 的 . 显然 对 C 中 任意 
有 界 域 上 的 双全 纯 映 照 的 Bloch $63 B LE L.B, A 也 闻 样 可 
证 明 其 不 存在 . 

1986 年 , Duren 与 Rudin'- 1?) 1,2 н T 38 fol 69 Ix B]: [Eie 人 > 
0,# B'C.C' E sg X 


(е, = [ss T (3! , 


MJ 疡 (0) 一 0，.r 0) 一 7 而 fs(B87) 不 能 包 有 半径 大 于 5 的 球 . 
从 这 些 反例 可 以 看 出 :如 果 希 望 对 Bloch 常数 得 出 正 而 的 结 
果 , 必 须 对 全 纯 上 映 照 加 以 适当 的 限制 条 件 . 
首先 看 到 这 一 点 的 ,也 许 是 Bochner. 不 但 如 此 ,他 也 许 是 第 
一 位 讨论 高 维 空间 的 Bloch 常数 的 数学 家 ,他 的 工作 是 开创 性 的 . 
早 在 1946 年 , Bochner 的 文章 中 是 第 一 篇 讨论 高 维 空间 
Bloch 常数 的 文章 . 在 此 文中 ,他 证 明了 1 
定理 1. 3. 1(Bochner,194600 # r=(21s zr.) ЄВ", (к) = 
(f. GO FLOOD В" FE 88 VPR rz <1 中 满足 : 
(1) fet EE f, 满足 Laplace 方程 : 
а?у, 3?f, 
25 ЕЕ 37, 
(2) detJ,(0) —1; 
(3) tr(J/(z)J GO I EK |detJ С) |*, 
н K 为 一 个 正 的 常数 ,“” 表 示 转 置 , 则 在 单位 球 中 存在 一 个 开 
集 5,f 将 S 一 对 一 地 映 为 R 中 一 个 以 RSR (п, К) 2Р4 
RRE ROK) 表示 一 个 只 与 n ЖК 有 关 的 正 的 常数 . 


一 0 1.7; 
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也 就 是 说 ;在 条 件 (1)、(2) 及 (3) 之 下 ,Bloch 常数 是 存在 的 . 
重要 的 是 条 件 (3) ,这 是 对 映照 Fz) 的 Jacobian 矩阵 J(z) 的 一 
种 限制 , 即 7 Ce) ; GO' 的 最 大 特征 根 与 最 小 特征 柜 之 比 小 于 一 
个 正 的 常数 . 如 果 没 有 这 个 条 件 , 则 如 前 记 示 ,Bloch 常数 是 不 存 
在 的 . Pin. P х= (z, ,z:2 ER fE z1+-z;<1 F xë 3 ph E8 


у = (у,у„) = f. == (az "x » 
则 СЕЖЕ 55 (2), f. 将 单位 球 映 到 R° rp PURUS 


BUS CK EROR Rb o T CUL CUR. FUROR WWE AIFOS (2), 
则 Bloch 常数 是 不 存在 的 . 

那么 条 件 (3) 有 什么 意义 呢 ?Bochner 在 文中 给 出 了 它 的 几何 
意义 . 令 


ds? = Tg Gdzdz;, 式 中 gj = 8 f. 3 f. 
j=l 


>=> 9 z, Әх, 


则 条 件 (3) 的 意义 是 椭 球 gz)56, 二 1 的 最 长 轴 与 最 短 轴 之 比 
有 一 个 与 z 无关 的 上 界 .车 det gu) 一 0 在 某 点 成 立 , 则 在 这 点 所 


8152/7 Gm 1, 都 等 于 零 .这 是 共 形 映 照 (所 有 的 轴 都 一 
样 长 ?的 一 种 推广 , 这 个 想法 导致 后 来 伍 鸿 娩 (19677 及 Greene- 伍 
3858 (19700 E EL [н] Ж EE Wu. ES А. К-ДЕ BR Eq FJ RES. 

由 于 多 复 变 数 z = (zi, s" z.) € C” 的 全 纯 映 照 f GO = 
《fiCz),…,f.(z)) 可 以 看 作 在 R”* 上 的 映照 ,如 果 f(z) 在 C* 中 的 
单位 球 zz' 过 1 上 定义 ,; 则 fCz) 当 然 满足 (1). 因 之 ;如果 f(z) 也 满 
EDSO), M Bloch 常数 是 存在 的 . 所 以 定理 1. 3. 1(Bochner) 也 
是 第 一 条 关于 多 复 变 数 的 Bloch 常数 的 定理 , 由 于 它 的 重要 性 ,在 
此 重新 叙述 如 下 ，; 

Ж #== (жу, z) EC, B= (zx € C", zz' <1} C 中 的 单位 
R-E 70) = (f. (z), , Ў, (2000) B" Eggs SERRE EQ, [deu (0) | 
=, E. 
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tr(JjGOJ4 GO SK |detJ;G)|*, z€ B, (0.3.4) 
pK 为 一 个 正 的 常数 , 则 在 B" РЛЕР О, Р О 双全 
Aq Rt Э 25 R—R(G,K)070 S28, BP Bloch 常数 存在 . 

19514, Takahashi 738 &{{ C1. 3. 4) 易 之 以 稍为 绊 一 些 的 
条 件 : 
maxtr(J,(z) 7,020) < K max |detJ (2) |*, 0 « r < 1. 
ste zi 


(1.3. 5) 
并 上 且 指出 ,可 以 取 


= 1l = R—Z2k^—intl 
R(n, K) TAS 12'К б 


但 是 当 = 一 1 时 ,Rn 天 ?为 零 . 

19675E,fR S n Г ABERHEL, 在 此 文中 除了 前 
面 提 到 的 他 举 的 反例 外 ,还 提出 了 一 系列 重要 的 概念 与 结果 . 从 他 
的 反例 中 可 观察 到 :尽管 FLOODS dec; (0)[ 一 1 成 立 , 但 当 oo 
В, СО z1 轴 的 方向 无 穷 增 长 ,而 在 zs 轴 的 方向 无 穷 缩 小 ,这 就 
导致 了 Bloch 常数 的 不 存在 . 因 之 他 引入 了 如 下 的 概念 ， 

定义 1. 3. 站 ( 伍 鸿 束 ) # f;UCR"~>R" 为 CORR. 7 ТОУ 
是 区 - 拟 似 共 形 映照 (K-quasi conformal mapping), 若 下 述 条 件 成 
立 : 对 于 任意 点 PEUS, EZERU, 的 单位 球面 ,车 ,表示 由 
拖 导出 的 在 立 点 的 从 切 空间 到 切 空 间 的 映照 ,S。 在 / ., 0928 — 
TU ER CHyperellipsoid)£., 69,9, f., GS,0 I fi К 380546 HE 5j 
fA Sue BET ETEN K. 

这 个 定义 是 从 几何 概念 出 发 的 ,与 其 等 价 的 分 析 的 意义 可 以 
Km PE SORTEM: 

用 2 (zi, , z.) 3 == (уз, Ay ES U 和 R* 的 坐 


标 , f= 二 《fs = Су, ? fy ух xi Р. 8 t= >a, 5-0, rh 


2f, 23 s R" 
2: Iy POORER 中 


的 一 个 单位 切 向 量 , 于 是 f. = 
的 内 积 , 则 


$1.3. ERU K-ARUCGUEBUN -25- 


Л. = (Z. f. = Daa, 2 5 25 


! 8 <=, 2х; 


令 


+ а = (а,,бе+,а„), 


ml 


ах; д | Li jn 
则 aa! 二 1 上 .pt 一 aGa', 故 ,,(s) 的 最 长 轴 的 长 度 就 是 G 的 最 
大 特征 根 的 平方 根 ; 最短 轴 的 长 度 就 是 G 的 最 小 特征 根 的 平方 
根 , 于 是 .f 为 一 个 民 - 拟 似 共 形 映照 , 当 且 仅 当 
Лбх) < КА; (х) (1. 3. 6) 
对 所 有 的 z€ 都 成 立 , 这 里 Ay(z) 表 示 J (z)J С) 的 最 大 特征 
根 的 非 负 平 方 很 ,x(z) 表 示 J, GJ GO IE Bul GER d 3k fU 
方 根 . 

容易 看 出 , (1. 3. 6) 成 立 当 上 且 仅 当 :存在 一 个 正 的 常数 Ko tE 

得 
tr(JjGr)J Ge)! ) < Ko(detJ Gr) )* (1.3. 7) 
对 所 有 xzEU 都 成 立 . 这 就 是 Bochner 定理 中 的 条 件 (3). 

fn 1S FR TE SCA 1. 63] 中 还 给 出 了 一 个 一 般 的 Bloch 定理 如 
下 : 

E1 3. 2 (02888,1967. ËS XB = {r= lran) Є 
R*,zz'<1) E fŠ C EREK, SJES. fiBRuESS 满足 如 F 的 
三 个 条 件 : 

(а) 8 是 K- 拟 似 共 形 映照 族 , 即 对 每 一 个 f € 85.0.3. 7) 
Мз 

(0 每 一 个 ГЕФ, Жж ЛЕВ" 上 的 一 个 固定 的 线性 次 椭 
圆 齐 次 偏 微 分 方程 给 (linear hypoelliptic homogeneous system of 
PDE) Liz, Р) f =0 AM. Kn Lir, D= Ult D) Jic 中 的 
每 个 元 素 yD) (17,3 лу XE SRTEV DU EXC UR ECT 
或 为 零 ; 

(с) 每 一 个 ДЄ $8.88 Idew,co|-1,x80Jd B" 的 原点 . 
由 一 定 存在 一 个 正 的 常数 8 二 BCCz;D),n.KK) 泛 0,8 只 依赖 于 
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L(x,D).n 及 下 , 使 得 每 一 个 fE 客 ,fCB") 都 有 一 个 半径 为 8 的 单 
叶 球 . EH Bloch 常数 存在 ， 

取 L(z,D)= 二 [4,…,4], 即 取 为 对 角 线 方 阵 , 每 个 元 素 为 R^ 
中 的 Laplace 算 子 4, 则 这 就 是 Bochner 定理 . 由 子 全 纯 映 照 满 足 
Cauchy-Riemann 方程 组 , 它 是 线性 强 椭圆 一 次 齐 次 方程 组 , 因 之 ， 
K- 拟 做 共 形 全 纯 映 有 照 族 满足 定理 1. 3. 2( 伍 鸿 申 ?的 条 件 . 则 存在 
一 个 正 的 常数 ,只 依赖 于 与 天, 使 得 每 一 个 KK- 氢 似 共 形 全 纯 映 
照 有 一 个 以 此 常数 为 半径 的 单 叶 球 , 即 Bloch 常数 存在 . 这 时 候 ， 
YE (FO. 3. 6) 易 之 以 Aj GO КА, GO 3X HB. Ay(z) 与 44(z) 分 别 是 
矩阵 J (z) J GO! 的 最 大 特征 根 与 最 小 特征 根 的 平方 根 ,， 条件 
(1, 3. 7 ZA (1.3. 4). 条件 (1. 3.5) 虽 然 比 (1. 3. 4) 稍 弱 一 些 , 但 
(1. 3. 4) 有 十 分 明确 的 几何 意义 ,而 (1. 3. 5) 却 不 是 这 样 . 满足 条 件 
(1. 3. 5) 的 全 纯 映 照 往往 依然 称 为 K- 拟 似 共 形 映照 . 

1973 年 ,Hahnr*] 讨 论 了 在 C" 中 单位 球 B^ 上 的 KK- 氢 似 共 形 
全 纯 映 照 f, 了 满足 条 件 (1. 3. 5) 且 1detJj(0)|==1, 他 证 明了 : 
Bloch 常数 BB 满足 : 

B> K*-1/4(2K + 1). 
EU J /(0)=I 9S detJ,C) | —1, W 
В Z 1/4(2K + 1). 
V3 


当 p= 1 时 ,B>> 证 . 这 与 Ahlfors 的 结果 p> qu 比较 是 有 差距 
的 


此 外 ,他 还 证 明了 : 若 用 条 件 пахл, (2) SK (0<r—<1) 替代 
zat 


(1. 3. 5), P K 为 一 个 正 的 常数 , 则 在 条 件 |detyr(0?| 一 1 
5m J,OD—I T ,Bloch 常数 也 是 存在 的 , 且 给 出 了 BB 的 下 界 的 佑 
计 . š 

1977 f£, Harris"? Fie T 9 Banach 空间 的 全 纯 映 照 的 
Bloch 常数 . 

Zi X 5% Banach 22 [8], ||- 1376929, Х 中 的 半径 为 r 的 球 
WHE B,= (z€ X. |=|i<r). ED H X ЧАЧ E ЕЕ A D—X 称 
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为 是 全 纯 的 , 苦 对 每 一 点 z€ 及 ,其 Fréchat 导数 Dh (z) 4E38 X E 
的 一 个 有 界 复 线性 映 沾 是 存在 的 . 5 h DV, HERRA A D 
— 是 存在 的 ,h А аво, ЩЕ А зу А, D 
双全 纯 地 上 映 为 D. 

关于 对 复 Banach 空间 上 的 全 纯 函 数 , 在 本 书 的 最 后 一 章 中 还 
将 讨论 它 ， 

定理 1. 3. 3(Harris ,1977) Zi В, 58 Banach 空间 Х уф 
MER A: В.Х 为 全 纯 活 数 , 若 DRCO) ТЕЕ. |I DA COO l7! zm, 
нж. 

і) 当 0<<r<< 1 时， supla Gol «oo; 

iD 对 每 一 点 z€ B, ,DA(z) FETE | Н. inf. АС) yll270; 

ii) 当 0<r<1 时 ， supl Di Go | K sup i, БА e» yll. 
ЖЕК 为 一 个 正 的 常数 , 则 将 8 中 一 个 子 球 双 全 纯 地 映 为 一 个 
包 有 半径 大 于 ке 的 球 的 区 域 . 

X X 为 有 限 维 时 ,证 ) 相 当 于 条 件 (1. 3.50. 24 X —C 时 ,这 就 

1 


是 B2 


1970 年 ,Greene 和 Wu 在 文献 [1. 241 中 将 К-И {ШЖ th. Eg 
的 概念 推广 到 了 Hermitian ЖЖ. 


zM, рэр )5(N, > dw, dwp) 是 两 个 具有 相间 


Я п 的 Наи 流 形 ， PARR f:M~>N. 于 是 在 M 上 可 定 
义 一 个 半 定 正 的 Hermitian 度量 ， 


f° (si) = fads, дер, 
а.Ё=1 


这 里 


fae = 205 аш Гаа), wa = f). 


> 9 ж 
i к= (ш), GE M. 在 M Ld WT Hermitian 度量 f" (45%) 
及 ds, 它们 之 比 为 


。28 ° WIE Bloch Gp rio 3c 
f'(dsb) _ dF dz 
ЕЕ dzG dz 一 
这 里 dz — (dez, dz,). H G 为 定 正 Hermitian 矩阵 , 故 可 写成 C 
—HH', H AER Mme dy-—dzH ‚| 
f'(ds) _ dyH F Н dy 
dsi dz dy ` 
而 五 -不 五 -显然 仍 为 一 个 半 定 正 的 Hermitian Ж Be. 若 其 最 大 
的 特征 很 为 @;(<), 最 小 特征 根 为 9$ (2. Greene 和 Wu 定义 全 纯 
RR FMN 为 KK- 拟 似 共 形 映照 , 若 存 在 一 个 正 的 常数 天, 使 得 
Q(z) < KqjGO (1.3. 8) 

对 每 一 点 z€ M 都 成 立 . 

显然 ,这 样 定义 的 Hermitian 流 形 上 的 长 - 拟 似 共 形 映照 与 以 
前 伍 鸿 全 在 文献 [i. 63] 中 所 定义 在 C"( 或 R") 中 区 域 上 的 KK- 氢 似 
共 形 映照 是 一 致 的 . 

Greene 和 Wu 证 明了 :车 Br 29 C" 中 闭 单 位 球 , 取 欧 氏 度量， 
N 3j n # Hermitian 流 形 . Ж В" 5 N 的 体积 元 素 分 里 为 w 及 0. 
EAEN 为 KK- 拟 似 共 形 映照, 且 [ 0) 0270.5 N 为 紧 
的 成 是 N 的 全 纯 自 同 构 群 中 包 有 一 个 等 度 可 递 群 , 则 存在 一 个 正 
的 常数 Y—YG,a, K,N) ,使 得 了 包 有 一 个 以 Y 为 半径 的 单 叶 球 ， 
рв" 中 有 一 个 开 集 ,了 将 此 开 集 双全 纯 地 上 映 为 NN 中 一 个 以 7 为 
半径 的 球 . 

1975 年 ,Hahn 在 文献 [1. 27] 中 将 上 述 结果 推广 为 : 若 M.N 
为 两 个 有 相同 维 数 的 Hermitian 流 形 , 若 f: M> N 为 全 纯 映 照 ， 
且 (l)supQr(=)<ei DEM 中 有 一 点 zo qr G0 22927 0,5X H ©, 
q 为 两 个 常数 . Ж N 为 紧 的 或 N 是 齐 性 月 ds% 是 N 的 全 纯 自 同 构 
群 作用 下 的 不 变 度量 , 则 一 定 存 在 一 个 常数 8 — Ba QD ,使 得 7 
包 有 一 个 以 8 为 半径 的 单 叶 球 , 即 在 M 中 有 一 个 开 集 ,了 将 此 开 
集 双 全 纯 地 了 上映 为 N 中 一 个 以 8 为 半径 的 球 . 

Greene 和 Wu 以 及 Hahn 的 定理 都 是 存在 性 定理 ,并 未 对 球 
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的 半径 给 出 具体 的 估计 . 
81.4 陈省身 定理 


从 上 节 的 讨论 中 可 以 看 出 ,由 Bochner, (fri RR JT $6 , d Ao 
全 纯 映 照 加 以 KK- 拟 似 共 形 映 照 的 限制 后 , 可 以 得 到 Bloch 常数 的 
存在 性 ,并 对 其 进行 估计 . 除 此 之 外 ,还 可 以 从 微分 几何 的 角度 ,应 
用 Ahlfors 的 微分 一 几何 的 方法 来 讨论 Hermitian 流 形 上 的 全 纯 
映照 的 Bloch ЖЖ. ж ЖЕЙК Б L fE. 1968 年 在 文献 [1. 11] 中 他 
指出 ;车 BCC 为 单位 球 , Боп HE Hermitian 流 形 , 全 纯 映 照 
f: B"—N ,34 N 具有 一 些 几 何 性 质 ,主要 是 曲率 具有 一 些 性 质 时 ， 
Ni Bloch 常数 是 存在 的 , 且 给 出 了 下 界 的 估计 (事实 上 ,B" 可 以 用 
具有 一 些 曲率 性 质 以 及 完备 的 Kihler 流 形 来 替代 之 》. 


3 (M, D edzd S) 5 (N. >> ad dus) 是 有 相同 维 数 n 


的 Hermitian WIE, f M= N Jj & fU BS, Н detJ,750. £ 
det (hap) 
2057 Дед 

Wi] uc 的 用 和 何 意义 是 映照 子 的 体积 元 之 比 . 

车 N 为 单 连 通 的 ,并 且 其 Riemann # H ¥ (sectional curva- 
ture) 处 处 委 0. # ~(CJD) 是 和 的 象 中 单 叶 球 的 半径 的 上 确 界 . Ж 8 
为 已 给 的 全 纯 映照 族 , 则 称 B= infr (了 ) 为 映照 族 $ 的 Bloch Ж 
dk. 24 5 — 1B]. M 为 单位 圆 A, N 为 C 时 ,这 样 定义 的 Bloch 常数 
就 是 8&1.1 中 的 B. 

定理 1. 4. 1( 陈 省 身 ,1968) 若 М Ел Ф ЕЈ Hermitian 
流 形 , 度 量 为 ass НД: 

(1) 它 的 Riemann HRALA; 

(2) 存在 一 个 光滑 非 增 函 数 АСГ) 2-0. 〈0<<t<C) ,这 里 C 是 一 
个 固定 的 正 的 常数 ,使 得 对 每 一 点 q. € N ,度量 A(6(qo,9))ads% 的 
Ricci HIE —2(n2- 1) 3X 8 q EN, SoA N 中 两 点 go 与 9 在 


[detJ,|?, (1. 4.1) 
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度量 ds% 意义 下 的 距离 . GE B" C" 中 的 单位 球 ,其 度量 为 
Bergman 度量 . FAAR f: BN, Н Jj(z) 关 0 对 每 一 点 zE€ 
B" RRL, HE B" 中 有 一 点 a, 使 得 由 (1. 4.1) 所 定义 的 u ER 
点 等 于 1. 由 这 样 的 全 纯 映 照 的 全 体 组 成 的 映照 族 记 作客 , 则 千 的 
Bloch 常数 B=infr( NC. 

当 n=1, B'—A, N=C 时 ,这 就 是 Bo. 

这 里 将 给 出 一 个 比 定理 1. 4. 1 更 为 一 般 的 定理 的 证 明 . | 

9|381.4.1 ЖМ 为” 维 完备 Kihler 流 形 ,其 截 曲 率 有 下 
R, Hita ЯК (сајаг curvature) zz — K, CK, 00. Жз tË 


Hermitian 流 形 ,其 Ricci 曲率 二 一 全 (K,>-0). ZARR FM 一 


N.H u>0, N “<| K | ,这 里 为 由 (1.4.1) 所 定义 . 


证 在 M 中 任 取 一 点 Po BENE (PO<| K|. Ф 
r(P,,P)g Po 与 已 EM) 之 间 在 财 的 度量 下 的 距离 , 任 给 ас>0, 
4 E JV Po 为 中 心 ,a 为 半径 (在 M 的 度量 下 ) 的 球 :E 一 {PEM: 
7r(PosP)<a}. 在 MM 上 定义 函数 7(P)= (a? — nux (P). 显然 ,9 
在 EE 上 连续 ,在 其 上 取 到 最 大 值 . 设 在 点 PI 处 取 到 最 大 值 ,显然 ， 
7C(P* 220, & ny PME P^ 处 取 到 最 大 值 ( 由 于 «之 0, 故 ln7 有 
意义 ). 由 极 值 原理 ,在 点 P REUS 

0 => Alng = Anla? — ғ)? + Ази 
成 立 , 这 里 4 为 M ES Laplace #7. 由 于 
Alnų = R — tr(f* Rio, (1.4. 2) 


XER 为 对 的 纯 量 曲率 ，tr(C 关 Ric) 为 N BJ Ricci 形式 的 道 象 的 
迹 ( 参 阅 文献 [1. 11.j)， 
(1. 4. 2) 也 可 以 写成 : 


1 = #= ү д 10, . 210, Я 
2 Апи = T. 225» 2z, 3z6 $ (1.4. 3) 
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这 里 (So 为 N 的 Ricci KE, Се”) ВЕ (ga) J 3 РЕ. 由 关于 
Ricci 曲率 的 假定 可 知 : 
а + д w, ; К, g 是 дй, г 
2255 T ` TES sem Ре Эт, i ЕЕ 


| a 
5 100) с цыш, Huius Ж „= | I j 
=; 16.48 


由 于 CC 一 是 正定 Hermitian Zr PEDI ZUR dESEZT PE P, 67: = 
P'P.FE 


Sas 210. 210 (rH T7) = ur JH J'SP P) 
Әх, až; 


= tr(PJH ТҮР!) > n[det(PJ,H IGP] 

E [а 

= "| Чет; 
这 是 因为 PJH 7P' 是 正定 的 Hermitian Jj BE. 将 上 式 代 入 
(1. 4. 3) 就 得 到 : | 


A 
СЕЛИН = 


‚дшн >R + Kut. (1. 4. 4) 


Ж An (a rtm 287 2 Cap ao 
24r 8r 2 2 
0 之 а? — r’ ГР pru п 
由 于 M BOE IEDEUR TA TORRETA 2, i Ho SEE PRECES 
文献 [1. 62]) ,有 
Ar? «2 + 20: — Dórcothr). 


i 
Куши" . 


于 是 由 关于 纯 量 曲率 的 假设 ,得 到 
о> 2L d = 1 асса) - — : K, 
+ кш. 
这 就 得 到 


Ca? — ry (2 + 2n — Dbrcoih br) + arè + Са? — ey 
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> Кэр”) > ЖР) = Beaut (Pp,). 
由 此 可 得 ， 
4 
az(2 十 2(n 一 1)Bacoth(@a)) + 4a! + К, > Fs us (P). 


在 上 式 两 端 除 以 a', 再 令 amoo, MA «Cos E I 

引 理 1. 4.2 Ж M 为 = 维 完备 Kaihler 流 形 ,其 截 曲率 有 下 
Б.Ж ЕЩ SE > — K.OK, 000. N ON n Ф Hermitian 流 形 ,对 每 一 
点 go EN, 存 在 一 个 Hermitian 度量 , 它 是 在 go 点 的 支持 度量 


(supporting metric), 其 Ricci iga- e o». 全 纯 映照 f: 


К!) 对 必 中 的 每 一 点 都 成 立 

证 N 的 度量 为 > һай, dwp 如 引 理 1.4. 1 中 那样 定义 五 
及 上 的 连续 函数 ?二 (а? —riyut ‘HE P'€EBABBURXIBCE 
DASE, SP) hadw, dw; 是 NN 在 点 f(P*) 处 的 支持 度量 . 
由 支持 上 度量 的 定义 ,有 

АРСР"), AP ) 21, ACGOP YF PVA. 
在 P'* 的 邻 域 中 定义 
F = (a! — PASP), f (Pu? (Р), 

则 了 也 在 已 "处 取 最 大 值 ,显然 , 7 (7020. fln. 7 (tt Р" 
点 处 取 最 大 值 . (由 于 u> B ln 2 有 意义 ), 由 极 值 原理 ,在 点 
P* 处 有 


M--N,H. u770 , bi] ux 


0 Z= Да 7 = Даба? — r) + Aln (Au ). 
而 Cu 就 是 度量 des! = > A adu, dus 对 映照 了 而 言 的 体积 元 素 
的 比 , 故 也 有 


1 An ^u) —R-— > S дил, dui u. 
2 tjikal д zi 


д x; 


ХШ ROW C(g Dg S X im SE BEL. 4. 1 所 述 , SoA N 相对 于 上 度量 
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dss’ 而 言 的 Ricci Ж. 于 是 在 引 理 1. 4.1 证 明 过 程 中 的 (1. 4. 3》 
以 下 的 推导 都 可 以 搬 到 这 里 来 , (1. 4. 4) 式 成 为 


Ca? — +®у(2 + 20 — 1Dërcoth(br)) + 4r? + (ad — т) к, 


К, — K 
22 62 (Ру = СР") ;> KP) = 


WA u«[ Eh) 对 任 一 点 PE M 都 成 立 . 


有 了 这 些 准 备 之 后 即 可 证 定理 1. 4. 2. 

定理 1. 4.2 3 N dé n #Ё Hermitian WIE, Ж A dsi, HE 
在 一 个 光滑 非 增 函 数 AGO 1 (OL ,这 里 C 为 一 个 固定 的 常 
数 ,使 得 在 每 一 点 qo € N, Ж RO (qa, q))dsk 的 Ricci Bh 3⁄ < 


-Éi ,K,>20,ik H q€ NS N 中 的 两 点 go 与 EJE Et ask, 


意义 下 的 距离 .车 M 是 n 维 完备 Kihler 流 形 ,其 截 曲 率 有 下 界 ， 
WRH >K, K,>0, KSK Ж 
й={/;М-=М./ 为 М Еу Е, ае, 在 MM 上 
КЕК, Е M 中 有 一 点 a,ula)==1}， 
则 B—infrGO Coro) 已 在 前 面 有 定义 . 

证 车 定 理 不 成 立 , 则 对 每 一 个 /e%, rC. 对 每 一 点 
EN id r(q, NDA f PA q 为 中 心 的 最 大 单 叶 球 的 半径 , 则 0 过 
"9.70 <С, rlq, 放 是 NN 中 的 连续 函数 . 考虑 度量 

dsk? = A(r(q, f))dsk. 
WV 是 以 go 为 中 心 的 最 大 半径 的 单 叶 球 , 则 在 OV 上 一 定 有 一 个 
奇 点 m EBRR 
_ AC Gn,q2) 


dok = A(2OGn,g))dsk = Arte. P» 
在 V 中 的 每 一 点 都 有 Pon Zr (q, f), адо 时 等 号 成 立 ， 
所 以 SOR) ci 对 了 中 每 一 点 q 都 成 立 , 而 当 =й], 
号 成 立 .所 以 dol 是 dsi 的 支持 度量 , 由 假设 do 的 Ricci 曲率 < 


K, 


n 


atur (P4) , 


dsk’, q € М, 


a O жй мыкый RE — 


—K,/n, H 954° HAR f I 58 BAK ЖЕЕ 


I GG qu) < [xi] ° ac M. 
取 9 一 go, 则 有 
Ki" 
JG Раса < | x 
不 妨 取 ge=a, 则 有 


TGG,f) < (e |: 


由 于 К.<К,, AG, <N Кус! 但 另 一 方面 ,0<<r(ay f) < 


С,НАВЈЕ Ж AGa, fL, ARAFE, 故 定理 1. 4. 2 成 立 . 

在 定理 1. 4. 2 中 取 M— B", HR Bergman 度量 ,同时 取 天 :一 
2n( 十 1), 则 了 即 得 定理 1. 4.1. 

从 这 个 定理 的 证 明 中 可 以 看 出 ,其 证 骨 的 方法 与 8 1. 2 中 证 明 
Ahlfors 定理 的 方法 是 一 号 相 承 的 ,是 Ahlfors 的 微分 一 几何 方法 
的 发 展 . 

可 以 看 出 :我们 证 明定 理 1. 4. 2 的 过 程 与 定理 1. 4. 1 的 原 有 的 
证 明 也 是 略 有 一 点 不 同 的 . 

最 后 证 明 : 当 一 1,M 一 4,N 一 C, 则 定理 1. 4. 2 就 是 B3. 

XE C 中 取 欧 氏 度 量 , 即 dst — dz dz. 当 A WE. 

AlogA ze 44 (1.4.5) 
时 ,度量 Adz dz 的 Gauss 曲率 二 一 4{ 参 阅 文献 [1, 17] 第 五 章 ). 令 


AQ) = Ario — pg, 
Xd к= |«|,р, А 为 正 的 常数 , 则 MGr)? 使 (1.4.5) 中 的 等 号 成 立 ， 
y rr EPE aps au) r ggg gio orc DPA 
Аб) 9 ғ PPM RR NC 取 
А = 2 *(2 + PD U (2 — р 
当 p<2 时 ,定义 t= 2л, 于 是 AGO 2, 当 o<r<r, 


_2-p) 
э, 


——————O PfÀÁ—Á————Á— AQ — — n— —  ——— 
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BE AGOZ1. 由 陈省身 定理 (定理 1, 4. 1) 得 到 
infr) zn la- pit, 


令 po. 即 得 到 B. 


$1.5 Bloch за 


在 上 一 节 中 已 经 看 到 : 若 ОСС 为 域 ,f:0->C" HEARR, 

H 
fO) = 0, jdetJ,C0) | = 1, 7,00) = I, 

Ж) FH XX FE B8 БЕ WQ Pr 28 sk; EP ph НЕЛЕ, Н. Bloch 常数 是 不 存在 的 , 为 
Jk,Bochner (f: 28 ЗЕ 7, 的 特征 根 加 以 适当 的 限制 ,引入 了 K- 
拟 似 共 形 映照 的 概念 ,在 这 种 限制 下 ,Bloch 常数 是 存在 的 ,并 可 
对 其 上 .下 界 进行 估计 . 踪 省 身 从 微分 几何 的 角度 出 发 ,考虑 一 些 
全 纯 上 映照 族 , 当 其 中 的 全 纯 映 照 f 的 定义 域 及 映 象 域 具有 一 - 些 几 
何 性 质 , 主 要 是 曲率 具有 一 些 性 质 时 , 则 Bloch 常数 是 存在 的 , 且 
对 其 下 界 进行 了 估计 . 现在 从 变换 群 的 角度 来 对 域 OCC" 上 的 全 
纯 上 映照 的 Bloch 常数 进行 讨论 . 

回顾 $S 1. 1 及 $ 1. 2 中 讨论 C 中 单位 圆 A 上 的 全 纯 函 数 的 
Bloch 常数 B 时 ,就 已 经 指出 ;对 B 的 研究 只 要 在 阐 数 族 和 上进 
1781], її Landau 定理 (定理 1. 1. 3) 进 一 步 指 出 ;只 要 在 器 上进 
行 妈 可 .这些 结果 的 得 到 是 应 用 了 A 的 全 纯 自 同 构 群 . 99 的 定义 
ў: 
SEB эщ АУУ | /|=вир{(1— 1219127 Go|:z€ A oS, 
B 25 Bloch th # xk. t FR ЭЎ Ж Csemi-norm). 
ERK 9 中 任意 两 个 相差 只 是 一 个 常数 的 全 纯 函 数 看 作 同 一 个 
函数 时 ,在 这 个 意义 下 ,站 .就 成 为 一 个 范 数 Cnorm) . Н © 在 这 个 
范 数 下 成 为 Banach 空间 ,好 ,是 轴 By rA.: 

B, = {f € BN = 1,70 = 1,f(0) = 0). 
Bloch KA 93 J& 98 M ЛЕГЕ ҖИР. rR RC 2 ROSE — 1-8 
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族 , 有 大 量 的 文献 讨论 了 这 个 函数 旋 ,例如 见 文献 [1. 3]. L1. 52] 以 
RIL 55] 等 等 . 在 这 里 不 再 作 详细 的 论述 了 ， 

对 多 复 变数 的 全 纯 喘 照 , 也 可 以 作 同 样 的 考虑 . 若 ОСС" 为 
域 , 为 了 方便 起 见 , 不 妨 先 设 Q 为 有 界 齐 性 域 ，0E 0, Aut 表示 
如 的 全 纯 自 同 构 群 . в 

F(z) = СР, (х), 6, fF GO С", ж = Cza) EQ, 

且 F(00)==0,|detJr(0)|==1( 或 7,00) =I). 

Zr e€ Аша, Н. ./».„(0) dE REG E 

6,05) = ГЕ (ф(=)) — Е(ф(0)) ] O r.et), 
ДІ gplz) 也 是 О ЕЮ, Н 
8,00) = 0, [detJ, (0) | 一 1 (mk 7,00) = D. 
Jre OMBRA UAV REU RI V Жл ИЗВЕ, ДГА, …， 
А, ] 为 对 角 阵 ， А, °, À, 32 3E ff ЖЖ. 如 果 由 (1. 3. 2) 所 定义 的 
r(00, 4, rr) Cor (GP) ,这 里 Am max A 2 E 
supCA,:9 € Аш) = оо, 

MERRI (go(z):p€ AutQ fj Bloch 常数 不 存在 ,除非 СР 
= oo. 因 之 ,对 于 在 人 上 的 全 纯 映 照 F(z),F(0) 一 0, |detJr(0)| 
二 1( 或 7,00) — D, E sup( Aj: pE Auth} = co 的 这 种 喘 照 所 组 成 
的 映照 可 不 必 讨 论 ,而 只 需 讨 论 sup (А, pE AutQ) «oo 的 那 种 跨 
RO BI 8f. 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 1.5.1 若 QCC 为 有 界 齐 性 域 ,0E Q,z—( n z.) € 
R, Aut 为 Q i4 t B АЮ: ЕС) == С/, GO s fO Q E 
пен, Р.С", ж 

ПЕ |1 = sup {|7 r0) 1.:Ф € Ачи) < оо, (1. 5.1) 

ДНК ЕЗ О ЕАУ Bloch 435 R, ix & || |, — max(luA |:и = 1) 
为 矩阵 A 的 常规 范 数 . Е EAR 2: pi ВН КЭУ 
Bloch AA ak F& Ж , OHE D. 

BR: 是 一 个 半 范 数 , 但 是 若 将 B 中 任意 两 个 相差 只 是 
一 个 常数 向 量 的 全 纯 跨 照看 作 同 一 个 映照 , 则 容易 看 出 ‖*j|s 是 
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“ій, H B Еў el 的 意义 下 成 为 Banach 空间 . 

当 ?一 1 人 一 4, 则 这 里 定义 的 小 ls 55 9 £ 55 (11.50 8 1.1 
中 定义 的 男 是 相 一 致 的 . 

定义 1.5.2 # DCC 为 域 ( 不 一 定 是 有 界 齐 性 域 》, 冤 AD 
上 的 全 纯 映 沼 族 的 一 个 子 族 , 窜 称 为 正规 该 Cnormal family) 9X # 
限 正规 族 (finite normal family), 若 窜 的 每 一 个 序列 都 有 子 序 列 
жрт Б-и. 

于 是 有 如 下 定理; 

定理 1. $.1 # OCC" AUR SEGETES 0€ G, z= (zts 2n) 
En, Aut Jy Ое Ë B] EE, F GO = (р, GO. fF. GO 0 
上 的 全 纯 映 照 ,， FiQ-—C, H| F€ 当 且 仅 当 


Se= (802) = ЕСр(х)) —F(X00)):9€ Ачы) (1.5.2) 
是 一 个 正规 族 . 
证 # 5. 是 一 个 正规 族 , 子 是 对 任 一 个 ЄЙ, (0)=0,Ш 
17р € Аа) = (17,0012 € Se} 
BARH. A FC. 


KZ, FEB, WYER EAn, A 
Je. G)= Jr. ,. (00267, 0T, 
这 里 g.(2—0, Ф, (0 =z. TE 
(rp) Ny ж IE a Zu, llar. 

[Je Olr 在 全 中 任 一 紧 致 子 集 上 一 致 有 界 , БК, 17. e GO 0 
在 如 中 任 一 紧 致 子 集 上 一 致 有 界 . 故 Ө, 是 一 个 正规 族 , 由 此 还 可 
以 得 到 |.J Gol, 的 上 界 佑 计 ( 参 阅 $ 1.7). 

由 于 定理 1. 5.1, 可 以 定义 有 界 齐 性 域 QCC" 上 的 全 纯 上 映照 去 
为 Bloch 4i B BB , ЖЖ СН (1. 5.2) 所 定义 ) 为 正规 族 . 

dE PB RUFI C SE [1.63 10g SLT tR E DK BIER: 
并 作 了 系统 的 讨论 . 

EMN 为 两 个 满足 第 二 可 数 公理 的 连通 复 流 形 , 连 续 有 映照 
了:M->N i8 MB UPS ОЕ COM N). F G 35 СОМ, Мф 
TES ЖЕН ЖЕ ЭЯ, Ж, ES 中 有 子 集 在 CCM,N) 中 相对 紧 (rela- 
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tive compact) 或 紧 发 散 (compactly divergent) ,这 里 相对 紧 和 紧 发 
Bg LX 中 的 一 个 集合 称 为 相对 紧 , 若 其 紧 湘 包 在 多 中 ;序列 
UTE COM N) 中 称 为 紧 发 散 , 若 对 M 中 每 一 个 紧 集 天 和 N 中 
кж K, 总 有 1), 使 得 当 i 之 io 时 ， КУПЕ! = 5. 

定义 1. 5. 2 只 是 上 述 定义 的 一 个 特例 ， 

以 上 是 关于 Bloch 全 纯 映 照 的 定义 . 同样 也 可 以 定义 Bloch 
EX IE; 

最 早 在 有 界 齐 性 域 上 定义 Bloch 4 S£ Es S£ ñ Haha 在 1975 
年 的 文章 "71. 

车 QC C 是 有 界 齐 性 域 . 2 5 8 70-с #E D rh 
Bergman 度量 ,在 C 中 取 欧 氏 度 量 , 则 得 到 在 S 1, 3 中 所 定义 的 
Q (<). 车 


вир {Q(z) z € 02) < co, (1.5.3) 
MFK A a 4 Bloch 4 Ж. Ж hes 37 65 2 DK 28 ESL] PG ОЕ: 
为 Bloch ++ £; 35,7016 B. 
XXE X n—1. 0=24 8,83, 55 $ 1. 1786529 В — 30. 
19804£ , Timoney'- .59535933 对 有 界 齐 性 域 上 的 Bloch 函数 族 进 
行 了 系统 地 研究 . 例如 :他 证 明了 一 系列 相互 等 价 的 Bloch 函数 的 
定义 ,其 中 包括 :了 为 Bloch 函数 当 且 仅 当 
$= UK — FPOe E Aut) 
成 为 一 个 正规 族 .这 里 正规 族 的 定义 是 与 一 个 复 变 数 的 全 纯 函数 
族 是 正规 族 的 定义 一 样 的 ， 
Hahn 对 Bloch 隔 数 的 定义 一 样 可 以 用 来 定义 Bloch 映照 . 
ENAC BARIER, Ж ЭШЕН F. 2 一 C", 在 0 中 取 
Bergman 度量 ,在 C" 中 取 欧 氏 产 量 , 则 可 得 到 在 $1, 3 中 所 定义 的 
Qk (z). 车 
sup (Qrar) € 0} < <o, (1.5.4) 
RIZK F 00 Eih Bloch B 3€. pix ЖН BIS 2 tk #R pR. É5 BB BQ pk РК 
Җ Bloch Dakak 0 ж 101 Br. 


$1.5 Bloch 4f BR ЈК *39* 


由 Q, 的 定义 及 Bergman 度量 在 全 纯 自 同 构 群 下 是 不 变 度 
Ж. 因 些 ,立刻 可 以 看 出 :上 述 的 定义 与 定义 1. 5. 1 是 相互 等 价 的 . 

同样 容易 看 出 着 ОСС 为 有 界 齐 性 域 ， 全 纯 上 映照 F(z)= 
Cfi f eNA О EW Bloch Bi Hg, 34 H (234 4g — I £, 
G1, sn) 都 是 人 上 的 Bloch #68 Er. 

1992 年 刘 向 阳 下 外 给 出 了 当 A= B" 时 的 Bloch 映照 的 定义 ， 
1994 年 ,FitzGerald 5j FOO Т A R EREK Bloch 映照 
的 定义 1. 5. 1, 并 证 明了 定理 1. 5. 1. 

1988 年 ,Krantz H AKC ET C 中 的 强 拟 凸 域 上 的 
Bloch 函数 . 他 们 指出 : 些 时 用 Kobayashi 度量 来 替代 Bergman Ж 
量 更 为 方便 . 在 强 拟 星 域 的 情形 ,用 Bergman HE Kobayashi Ж 
ER Carathéodory 度量 来 定义 Bloch 函数 族 33 所 得 到 的 实质 上 
是 一 致 的 (对 有 界 齐 性 域 来 讲 , 也 是 如 些 ), 他 们 的 定义 是 : 

EACC уа, зр F0 C 称 为 是 Bloch 函 
数 , 如 果 对 每 一 点 :€0, ECT. GOD, 

Р. Gy + £| < CFL GE) 
成 立 , 这 里 C ЭЖЕЕ. Т.0009 Q XE z RE ЛЗ ЇЙ], 7. (208 
AFH T DE ToO, Fil) 为 在 点 z, 方 向 为 
£ f (Q f) Kobayashi 度量 的 无 穷 小 形式 , 即 


— inff Êl ре " 
Р, = inf{ Iss A ERE feo) = 2, 


f Q) ERE). 


这 里 4 为 C чт {у[ L1] AREN. 
他 们 也 给 出 了 一 大 批 Bloch 函数 相互 等 价 的 定义 ， 
现在 回 过 来 讨 沦 有 界 对 称 域 上 的 全 纯 映照 : 
若 Ko(z,$) 是 有 界 齐 性 域 0 的 Bergman 核 函数 ,0E Q. F. 
QC" 为 人 2 上 的 全 纯 映 照 , 定 义 泛 消 ， 
ee еъ) 
"€^ V Ka(z,z) /Kn(0,0) 


(1.5. 5) 
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在 单 复 变 数 时 , 当 0 为 单位 圆 时 ,d(F) 就 是 通常 的 Bloch 半 范 数 
(1.1. 5), 但 是 在 高 维 的 情形 ,车 下 .G 为 QC" 的 两 个 全 纯 映 照 ， 
一 般 来 说 ， 

dCF + G) < dCF) + d(6) 
不 再 成 立 . И РӨ ЖК НЕН E ES FER 

但 是 d(F)} 有 如 下 的 不 变性 质 ; 
АЕ ° @ = d(F) 

对 任意 рє Aut CO) VL. 这 可 证 明和 如 下 : 
25 
z Ka(z,z) 


29 mE 
det == FACON ES (1.5. 6) 


这 里 了 2=J， .于 是 
ас > = sup{ |det (F • 2)' (0)] :9 € Aut(Q5), 
这 就 立即 导出 
а(Е ° ф = dCF). 
RE n=1,0=4 tt, d= |F], Ж, 24 nz 28] d CF 5 
HEls, 但 容易 证 明 
AEE < |Flls. 
# Q 38 C" 中 有 界 齐 性 域 , 且 包 含 原 点 , 令 互 (0) 表 示人 上 将 
ова C" 中 全 纯 映 照 的 全 体 组 成 的 族 ， 
Eb HODEFHPIKSOI FE aE id r(a PARKIEM 
H r EBE 2 中 有 一 个 单 连通 域 R,aE RC Q, FEE R 双全 纯 地 
映 为 球 B Ga) 2. ВШ FOR O, r 为 半径 的 球 . 对 于 男 定 
ЮЕ REIER a. ARENY ra Р) 当然 是 存在 的 . S 
r(F) = supí(r(a, F);a € £2). 
TEENA БАЕ Ну Bloch 常数 Bg 为 


ics (Р.Е € Fsdet 220) = 1). 
在 以 下 各 节 中 所 讨论 的 Q 上 的 全 纯 映 照 子 族 有 以 下 几 个 : 


$1.5 Bloch 全 纯 有 映照 族 41+ 


$— (Fe H(M det 27 (0)=1,||Fls<co); 

$S,—(F€3. [Fl KiImK-«oo; 

®ку={ЕЄӨК:.а(Е)=1}. 
分 别 以 B. Br Bx 表示 全 纯 映 照 族 B. Be 3B c EU] Bloch 常数 . 

下 面 证 明 相应 的 Landau 定理 ,为 此 先 证 如 下 引 理 : 

引 理 1. 5.1 ЖОС PARTER, XT E— Fe 94, 1 96, 
中 一 定 存在 C, 使 得 rCF) zr (G). 

证 жас) =1, ШЕН. 若 不 然 , 则 可 在 Aut COD 中 选 
择 or, 使 得 

1 «d, = |det(F ° e,» (001 

EC ago. 


G,(z) = 


CF ° Pu) (z) — (F ° Pu) (0) 
а” , 


则 G, (0) — 0, detGz CO) =1 17 IG. ЕК 对 所 有 的 着 都 成 
立 . 由 于 da >1, HELA (СОЕ BUB А m 都 成 立 , 但 下 为 
Bloch Wk F8 , && (Gu) ЖЕ SL EE. 于 是 С. 中 有 子 族 趋向 于 G w 
G(0) —0, detG' (00 =1, Gla SK £X r(GO xr CP). 

于 是 可 证 明 如 下 Landau WED, 

定理 1.5.2 3 QM C 中 有 界 齐 性 域 , 则 在 器 x; 中 存在 五 ,使 
$$ r(F) = Вк. Ж Br 非 空 , 则 Вк2>0. 

证 AB PR F, tE 


КОЕ) < Вк + 1. 

т. 

于 是 由 引 理 1.5.1, 在 Ba PEE G. ;使 得 
r(G,) < (Е) < B, + z, 


AE r (Gn) 8 Bx. M (С. —G, (0 )29 IE SU TRO PAR ВР 
F. XR F A (Е) = Вк. 

此 外 ,还 需要 如 下 的 引 理 ， 

引 理 1. 5.2 ЖОС 中 有 界 齐 性 域 ,五 为 如 上 将 中 映 到 C' 
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中 的 全 纯 映照 .G 为 如 中 的 开 集 ,aeEG. ЖЖ F Ft G 双全 纯 地 映 
为 BC(F Ca) ,rla,;F)}， 则 或 是 G УО 有 共同 边界 点 ， 或 是 在 球 
BG D ,r(ia,F)) KHR E HR FG, M detF'i)—0. BIZ. 
rla F) f (s З F (a) 3| F COD) 的 边界 的 欧 氏 距离 ， 或 是 等 
于 F(a) 38 F (z 的 欧 氏 距离 . 

证 车 只 与 G 无 公共 边界 点 , 则 在 只 中 有 开 子 集 {G。} ,使 得 

Ga DG, Ga D Gurs m (16. = С. 

由 BCF Carla FVR EN, нр ХЕ С. PR 8 z, K zh. 2.5621, 
ШЇ F Cem) =F (eh). Ф z,—=z € 9G, zi--2,€ ӘС, W| FC) FC) 
均 在 ВСЕ (D,r(a,F) WARE. I FGo-FGDO. 

若 =, 网 det F (20) =0. 否则 ,如 果 det F' Cz) 50, W] F (z) 
TE zo 点 附近 是 局 部 双全 纯 . 即 在 zo 存在 一 个 邻 域 ,F(z) 为 双全 纯 
的 , 但 当 m 充分 大 时 ,有 z... 2, 落 在 这 个 邻 域 中 ， 而 f(z,) = 
f GD. 这 就 导致 矛盾 . 

Ж zorzi, BH det Cz) Æ0, detF' (210250. Fi F YE z, Ë x 
点 附近 均 为 局 部 双全 纯 . 即 有 zs КА М (zo) zoh Ж N (zo), 
F 为 双全 纯 . FR NOGONGOBUB FON G), FN (zo), H + 
Е (20) = Е(2,),# FON GOOD] FON (zs)) 为 非 空 开 集 . 在 这 非 空 开 
Ж ФИД FG, — FD, zm LEN), za. ZLE NO. 
这 与 下 在 NGORE М(х) EX 4 5k85 TE HOST JR. 


$1.6 РУН E j ДТ Ла А 


C rif d, Q Sk EL 65 (circular) Zr z€ Q ЩЩ e”: € 0 XF 
所 有 实数 8 都 成 立 . P m) hk 0 Жк ON X24 X 型 域 (complete 
circular), 60 SH re'z€ 0, REOLI, 6 为 任意 实数 . 

id D C 中 的 单位 圆 . 下 而 这 个 定理 是 Minda * se RERO f 
广 ,Minda 证 明了 Q Jj D 的 情形 ,下 而 的 定理 将 它 推广 到 有 上 界 完 
全 咒 型 域 ( 见 文献 [1. 14 D ,证 明 的 方法 也 是 相同 的 ， 


$1.6 完全 加 型 域 上 的 几 个 不 等 式 *43* 


定理 1.6.1 ЖОС" 中 的 有 界 完全 圆 型 域 ,点 acon. # z 
为 在 QU (а) ЕА. 将 OU (RA С, Н 120) | < 
lgta)| 对 所 有 的 z€ D, w=za 都 成 立 , 则 


c = 8а) * a! /g(a) (1.6.1) 


是 正 的 , 旦 对 任意 的 上 zE (一 1,1) ,有 不 等 式 


g(ta) (c + 132 — (c — 1) 
э (ES |> (сс зу (c — 13 


(1.6.2) 


成 立 ， 

为 证 明 上 述 定理 ,要 用 到 如 下 的 Julia 引 理 ; 

引 理 1.4.1 rz 5 DU(LL ЕВЕ, DES DD, 
ЖН w (OD — 1. 于 是 w (1) 620, EDGE IE REI) 720, PRÉC w 34 
ACn BRA 9] AC cr) 中 ,这 里 AG 2 93 Bl Chorodisk) ; 

M |1 — zl 1 г 

Аб [se D > H <r)= p| eir | 

(1. 6. 3) 
mi p| т) ER AA рО, ү; айо, HJ 
Dd —-T5 DAF 2-10 Bl. r€ (00,990, A(1,r) 8 AG. XE 
五 中 的 闭 包 . AQ DT 348 ARA AG 上 的 一 个 边界 点 ， 
34 F M 24 w у рута Н АУ, НЕ z==1 ВЯ z—1. 
下 面 证 明定 理 1. 6. 1. 


4 hG)—g(zaoMg(a),z€ Рр, hGOXe DU {1} 上 是 全 纯 的 ， 
且 由 定理 的 假设 ,可 得 到 4CD)CD,h0)=1 及 c 一 S22| 一 


xil 


K CO. 由 Julia 9138, л’ (10220,06 (1. 6. D 所 定义 的 < pu 
H + ->0, amig 


m c-1 c—1|) _ (€ + 1)z= — @ — р) 
U) exl (Eq CFD- G — Dz 
(1. 6. 42 


TEUA р-п НА, Н. UCO-— 1,2 U')—1. € 
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WERH CI. 6.20 , H ШЕНИН. 
Rek) > UG), t€ (— 1,1). 
4 R—U ! -h Mk # DU (1) EZA, 2р) СР, k(1)=1 
及 大 (1) 一 1. 由 引 理 1. 6. 1Qulia 引 理 ), 即 得 到 
— k(z)|* — |? 
| n < 此 um 
在 点 z€ D „ЖЕЛИМ, BG ER—R, b€ R, 而 


Q + z) — (1 + ibO-—2 
1+2) + (1 — :)(1 — z)’ 


这 里 R, 为 D Bt ВА, Н ==1 映 为 自身 ,将 A(1,r) 映 为 
自身 .于 是 ,或 是 《二 Rs 对 某 个 5ER 成 立 ,或 是 RCAG NOD CC 
A(1,r) 对 所 有 的 rE (0,c0) 都 成 立 . 也 就 是 说 :或 是 Ah 一 U。Rs 对 
某 个 5ER 成 立 , 或 是 hCACI,AN{1}) CUCA(1,r)) 对 所 有 的 rE 
(0,00) 都 成 立 . 


{£ £ Є €— 1,10, BM r= I € (0,%),D 中 的 表 贺 


《horodisk)A(1,7), 其 边界 与 实数 轴 交 于 :及 1. HT ACACG on) C 
UCA(1,7)), 故 有 Reh GOZUGOXEBUBR BJ t€ (一 1,1) 都 成 立 , 在 
某 个 + 处 上 式 等 号 成 立 ， 当 有 目 仅 当 ImhC(2) 一 0, &G)—UGO, Bf 
kO =t. 891911. 6. 1 中 等 号 成 立 仅 当 =Rs,bER. 而 :一 R(t) 
对 某 个 :E (一 1,1) 成 立 , 只 能 56=0. kk Rie) =, BASU, F 
是 (1. 6. 2) 中 等 导 成 立 , 当 且 仅 当 


giza) _ (c + Dz —(—1) 
ga) (c+ 1) ~ (c — 1)” 


这 样 的 g 不 是 唯一 的 ,可 以 有 多 个 . 
定理 1. 6. 2 #3E OQ 238 C" 中 的 有 界 完 全 圆 型 齐 性 域 . F € 
Ной), d(F)=1 detF'(C0) —1, 9, GO Q тА Ë А a 


映 到 原点 . A G(z)— FG GOD М g —det з, 则 对 OQ 中 的 每 -一 点 
а, d 
c = [бе| *al/g(a) = 3 Ko(a sa) * a! /Ko(a,a), 


R,G) = 


(1.6. 5) 


51.6 完全 图 型 域 上 的 几 个 不 等 式 45° 


IO »(2£.28.—..2£] ХЕ z=a 处 的 值 . 


дк, д2; 
和 "aT 只 为 有 界 完 全 圆 型 域 , 所 以 由 华 罗 夷 0 区 的 结果 ,9 
的 Bergman £X RC Ko 可 以 展开 成 ， 
Ka ,2) -— S. Gb , (1. 6. 6) 


式 中 $, (= © Q 上 的 (一 0,1,2,…) 次 齐 次 多 项 式 空间 的 再 生 
核 , 因 此 , 当 z=éa, ED 时 ， 


Ko(G,z)— Ka(fa,ta) = IE = S ad 
= Ka(a,a). | E 
E eG € Аш), HH a 点 映 为 原点 , 令 
GG) = Fp), бе) = det 29, 
由 于 d GJ AD ТИКЕ, Ed =d (60 —1. 所 以 就 有 : 
det 2€ < M Kal2,2)/Ka(0,0) 
对 所 有 zen 都 成 立 , 而 且 


| ас̧ | aF 
det 3; 00 Е det 3: 0? 
V KaGz,z)/Ka00,0) |... М Каби) /Ka(0,0) | 


= 四 aet 经 (| =], 
于 是 对 所 有 的 z—= Za, EED, 有 


= V KG a) /K5(0,0) > N Ka(z,2)/Ka(0,0) 


(1. 6. 7) 


det 2C (a) 


aG 
= det 3:0? s 


Ж, GO dec ZE Go 满足 定理 1. 6. 1 中 的 к 的 所 有 的 条 
件 . 于 是 有 不 等 式 (1. в. 2) ,而 
c= [3:4 2 2]. a' [det 2 (a). (1. 6. 8) 


ass WIR Bloch IER EI 


= det Na 


8 G(z) 
det > 


*=a 


LE 
4 
dz 


d 
det 


ze 


8 G(z) 
dz | 


aF 
dw 
дЕ 


十 [det 52 


{H c 也 可 用 Bergman 核 函 数 来 表达 . 由 于 
aF det? 2.00 


(1. 6. 9) 


9 Pa 


а Pa 
w=? Z 2 z 
da 14 


dz ^^ dz 


£—a 


= 


£ 


4 


HB де ' (00—1X d(F)=1, 就 有 
zr) | I [к (ww) 
det — . 十 gw, 
Fw) |, < Ka(0,0) ° 


aF|. 3 
aif Eheu 


dz 


而 由 (1. 6.6) 有 
KaGo,w) = Ka(,0) + ОС |2), 
因此 , 当 |w| 一 0 时 ,有 
2 23 
E 十 52, det SE) T ew + gm 0(wl?». 
| 4 aF 
这 就 导出 а det 2L | =o. 从 而 得 到 
d 3 G(z) P aF d 9 Pa 
Е ва | = (der 55) d Фе sË) » 
(1. 6. 10) 
Hi. 6. 6), 有 
д Ф, : m Ka(z,2) 
48 5. | 7 Ki Go, Y 
将 上 式 两 端 对 z 求 导 ,得 到 
а =. 
| d det 24 . det 2.9 = к. 
az 9z Ka(e@.(z),@,(#)) 


81.6 5 [ЯЙ ЕЛ -47 


Ko(z,z) ә — 
— *Z-K эа x 
Kapa pa as a PO QU) 


但 是 

d. Ka. GO 9,00) = SSK Go u) 2, 
式 中 w= 9.2). 当 z=a 时 ,w 一 g(a) 一 0, 面 3 车 Kalwsww) |。-。 一 
0 是 显然 的 , 故 有 


8 = 
= —Ka(z,z) 
d 99%). 3 Ф. NET тй 
(det 24 dt | 37. 50 7^ 《16.11) 
将 (1. 6. 9). (1. 6.1004 A C1. 6. 8) ,得 到 
d 2G d 29 

е [det 220]: а' с (det ;2] - “а! 

de 2€ qa) (ае: 52) ES 
= [94.22 ae . 2g|* 
= [cse 58) Es 4:52) - «| det 57 } 


B 1. 6. 6) & (1. 6.11), 即 得 到 


c= 


2 z . a! 
джа tem) zma E | Kala,a) 
Ka(0,0) Ka(0,0) 


_ aL Ko(a sa) T 
i Kalaa) 
这 就 证 明了 定理 1. 6. 2. 
系 1. 6. 很 设 如 定理 1. 6. 2 所 述 , 则 有 


= [55 коса ,а) * a! + Ka(as2) |] 


— [z Kata а) * a! 一 коа] 
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| [35 Ka(a «2 «a! + Ko sa) | 


T [kso "m Kata sa) Jr]. (1.6.12) 


利用 3 一 3 二 3 及 (1, 6.9),(1.6.12) 则 本 写成 另 一 形式 : 
Ə F (zo) 


дф 
Эз дет 


wep (ta) а z 
det 3 9. C) 
gx |ы 


det 
Re 


£—ta 


> [[s Ka «a! + Коа.) | 
= [3 Ka(a sa) * a! 一 Kaos) |) 
[535a а T + Ka sa) | 


_ [kc sa sg! — Kata sa) t). (1.6.13) 


БЖЖ K SOS ЮРУ 2 Ski ph ILS Bloch 常数 有 用 ;以 下 的 定 
理 及 系 对 研究 局 部 双全 纯 映 照 的 Bloch 常数 有 用 . 

定理 1. 6. 3 假设 如 定理 1. 6.159. Eg (2250,24 z€ Q2, WI 
对 任意 的 zE (一 1,1), 有 不 等 式 


g (=a) » L = z 
‚кош > ек| zit. (1. 6. 14) 


为 了 证 明 上 述 定 理 , 要 用 到 如 下 的 半 平 面 形式 的 Julie 引 理 : 

引 理 1.6.2 # 5 DU {1} 上 的 全 纯 函 数 ,将 DD 映 到 右 半 平 
Hi H— (zo: Же (10)220), А (01) —0. 于 是 对 于 任意 的 770 ER PC 
vo MESE [BIA CL, ORAA w: [e — dr | dr) ;这 里 d = —w (079 
о. 88 —^1- [El BE] — 1-322 Ж ЕКЕ Ж ПА Ау m 1 393 E ya , 34 BLOLA 
w 为 将 DD RA H EB zo (1) = 0 892 56 ph B8. 

系 1. 6.2 对 任意 z€ (—1,1), A 


Re (oCx)) < 2d 


1— 


lox 


(1. 6. 15) 
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1-—x 


l1cTz 


wiz) = 2d 


现在 来 证 明定 理 1, 6.3: 

4 h(z)—g(zal/g(a), z€ D. 由 于 g(w) 天 0, 34 zo € Q. X 
ЖА РЎ Н (е). БА RAOGO-—expC— H GOD) HOD —0. 显然 ， 
H(z) 满足 引 理 1. 6. 2 的 条 件 . 故 由 系 1. 6. 2, 即 得 定理 1. 6. 3. 

由 定理 1. 6.2, 即 得 : 

31.6.3 假设 如 定理 1. 6. 2 所 述 , 则 有 


— 252. Каба) ta | 
se a x 


det 26 (à) 
д = 


det 3G) ки S 
= 
(1. 6.16) 
д _9F ди 一 形 
HH 727—255 3. 0.9 9.0.6. 109] 8m $— 3. 


=ọ (ra) 92|. —2 э Ko(a а) "a l—z 
wp (za. z= za Zxexp — 3 . 
det 2 £2 Ka(a,a) 1+2 

д х a 


(1. 6. 17) 
这 里 XE€ (一 1,1), 


51.7 典型 域 上 全 纯 映 照 的 Bloch 常数 


有 了 前 两 节 的 准备 后 , 妈 可 讨论 典型 域 及 更 为 一 般 的 有 界 对 
称 域 上 全 纯 映 照 的 Bloch 常数 了 .在 这 一 节 中 ,给 出 第 一 类 典型 域 
R; 上 的 全 纯 映 照 的 Bloch 常数 的 估计 ,这 是 FitzGerald 5j 3€ FF 8 
工作 《 见 文献 [1.14] 和 [1. 15 D. 由 此 可 相仿 地 得 到 其 他 用 类 典型 
域 上 相应 的 结果 , 在 下 一 节 中 将 给 出 所 有 不 可 约 有 界 对 称 域 上 全 
HARER KY Bloch 常数 的 估计 ,所 以 也 就 不 必 在 此 对 其 他 用 类 典型 
域 的 相应 的 向 题 进行 讨论 了 . 在 下 一 节 的 讨论 中 ,要 用 到 李 代 数 的 
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一 些 结果 ,而 在 本 节 的 讨论 中 ,只 用 了 分 析 的 方法 ,易于 了 解 ,而 有 
了 对 本 节 的 了 解 , 也 将 有 助 于 对 下 一 节 的 理解 . 这 就 是 为 什么 尽管 
在 下 一 节 中 将 给 出 所 有 不 可 约 有 界 对 称 域 上 全 纯 映 照 的 Bloch 常 
数 的 估计 ,还 依然 要 在 本 节 给 出 第 一 类 典型 域 上 相应 结果 的 证 明 
的 缘故 . 

在 本 节 只 考虑 第 一 类 典型 域 Ri, 即 (IZ C7" .I—ZZ' 0), 
及 讨论 R, 上 全 纯 映照 与 局 部 双全 纯 映 照 的 Bloch 常数 . 

首先 将 $1.1 中 CC 中 的 单位 圆 4 LARE Bonk 偏差 定 
HE A CB R, 上 全 纯 上 映照 , 然后 对 相应 的 Bloch 常数 进行 
估计 . 最 后 讨论 R 上 的 局 部 双全 纯 驶 照 的 Bloch 常数 . 

固定 a 二 ZoE€E Ri. 若 qs,(2Z) 为 Ri 中 的 全 纯 自 同 构 ,将 Zo 点 映 为 
原点 ,网 AVAD E-S 32]. 

W —$U)-—-AOQ-—Z)O0U—22)"D^, (1.7.1) 


这 里 
AA-—U-—ZZ",DD-QG-—ZZ)',(ü7.2 
ША љт Хт РЕ,” A nXnJr ËF. W 对 Z 求 导 , 有 
dW = 44701 — 2,2) !D^? 
+ A(Z — Zo —Z2»"'Z,dZü — 2,2) D^. 


(1.7. 3) 
M Z—Z, H (.7.2)& .7.3 iH; 
dW = А47 D. (1.7.3') 
ЖЛЕ Z= Z, 点 ,就 可 以 计算 出 W 的 Jacobain 在 该 点 的 值 为 上 2: 
23W ET , Ty 
[22]... ^ e D', a. 7. 4) 


这 里 多 为 矩阵 的 Kronecker 3€ £1. 这 又 导出 


aW u š Anm 
det I S = (det A)" (det D)". 


JAG. 7. 39] f8 3] . 
dW = AU — Z,Z,0)0 —Z2, dza —ZZ)D^, 
根据 (1.7.2), 上 式 即 为 


$1.7 ЖЧ ЕФ Bloch 常数 51 


dW = A-'Q(Q'—ZZ,» dza —ZyZ»?D^. (1.7. 5) 
JR 2=:2,, PT f š] 
dW = А’: (I — Z, Z y  dZ — 47,7) D^, 

TE 

IW az = [AG wt y-17 7! -ip-1i 

az 0220 = LA^? d — Z, 2157] @ [G — : XZ. 7D], 
以 及 

det AA = det[7 — tZ, Zi, Где: A'] [det DJ] ”. 

由 此 方程 及 (1.7.4) 以 及 (1.7.2), 则 有 


aW 
Tr. ped-nzfore 
aW us, [ded cin DTT 


R: 当然 满足 定理 1. 6.1 1. 6.2 中 的 条 件 , 于 是 (1. 6. 13) 成 为 


det (I — tZ, Zt, yt" 
Re [dec Зур o2. |> ET s 


x ( | [3zK«(Z 2DZ' + Ka (Z.Z) |, 
= [55к (ZDZ — K (Z.Z) | 
8 z R, kJ R, , 


[o mz + K, (Z.Z) | 


- [gk az -KZZ i) 20.7.6) 


2-2, 


这 里 Z= Giu 577^ »Z14»221*$ 77 $Z25 y Zma ""* sum) 


由 文献 [1. 32 JAnt 
K. Z,W) = V(R,) ^! (det — ZW')) "+>, 


XH VRA R, 的 体积 ,于 是 
JO Ks, (ZW) —— (n + nV (К) (ded — ZW) 0e 
5 
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x -2 detCT — ZW'). 
а Zi; 
经 过 直接 计算 ,可 得 


n а ы. 1 
эж уде — ZZ') = det 0 
=! 5 I 


-zz| 


1 
зенне нет 0 p 390058 tnu 
位 置 上 为 0. 于 是 可 以 得 到 : 
555°. -Че (1 — ZZ def ° /)- ZZ ]+ ~ 


?一 1 >= 
I = 
ка ,)- zz]. 
(1.7.7) 
以 SCZ) 记 (1.7.7?7) 式 的 右 端 ,《1. 7. 6) 成 为 


det (I — £Z, Zt, "+ 
< 7 eid ао 
Re [det 297 Se aj det (I 一 Z, Z, )"** 


x ([de:(I 一 Z, Z )— п +л)502,) 
+ [det(I 一 Z, Z, )+-(m+n)S(Z.)]) 
Дае 一 Z, Zt, )— (zm -+-zn)S (Z,) J 
+ [det 一 Zo Zt, )+-(m+n)S CZ, JO). 
(1.7.8) 
Hi (1. 7.1248. 
PZ) = G — DAZ — #72) D? 
= (1 DAG — tZ, Z) ZD. (1.7.9) 
而 Ri 中 任 一 矩阵 Z 可 表 为 UAV ,这 里 U 40 V 为 酉 方 阵 ,4 为 对 
角 阵 ,对 角 线 上 的 元 素 为 石 ,…， ALL BISARE1> ARA ZA,Z0. 
于 是 只 需 先 考虑 


А, 0 
z=- | po | 1 > А 2> 4, Z ++ > М Z 0. 

0 а 
(1.7.10) 


$1.7 AER CEARN Bloch 常数 ~ 53. 


FEU 7. DRA 
1 
га 0 1— JA 9 
A'A = "nS ，D'D = 1 
1 
0 一 І А 
因此 ,可 以 取 
] I 0 
V1 4 pem 
А = -. ， 一 E : 
0 1 ` 
лае 1— А 
I 0 I 
代入 (1.7.9), 成 为 
A | 
pZ) = p ， 
0 Pm 


这 里 = ums G—1, 7m). BR lai< A Exp z, 


得 到 
n 5 


由 于 А, 为 完全 圆 型 域 ， ze pe zZ€ R,, 4 :€[—1,1]. 从 
所 的 定义 可 以 看 出 这 是 # ра 故 


0 < uj; < 


t= (1.7.11) 


Lex G = 12,72). (4. 7. 12) 


当 (1.7.8) 式 中 的 Z。 如 有 (1.7. 10)? 的 形式 , 则 有 
TIa — РА)" 
Re e [det Z 2500 > 2 — Z rid 


Ha Cen ay 


y= 


‚ (1.7.132 


wz 


AF 
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N= (Ha 一 入 + Gm 十 „(Аа + 


іт1 j=? 


+ ха 一 ||: 


j=l 


+ (Ia — AD 一 (т +юа а — Ф) 十 … 


J=1 j-1 
-—1 
+а[а – ip^ 
i=1 


E= [[a — Ào + o „а — 2) + 


=з j-2 
-—1 
-XIIa- 2 | 


+ (Па Id ou 可 如 Ta Арн 


э=1 jmt 


т} 
+АТа – 2». 
Jz1 


由 于 
1— 2 
1— 142 = idu 
因此 
Ta 一 地) n 
Т6 (1.7.14) 
2 бє] I= Aut; дА 
Ila-2 ^* 
рл 
另 一 方面 ， 
N-—G--D[[a-2a5-oc-»a-o»jau[g[a — А, 
j=l k=l КН 
E-G-D[Ia-33D5-c-or-»aà-o»u[[a- д). 
j=1 kel руй 


由 51.7. 11)， 有 


$1.7 AUD LS EM Bloch 常数 -55> 


; — Д2 
J A 


以 及 
a -D94 Па — А) = x 1 м, Па — 5), 
从 而 有 E _ 
y “+0 + min + m — (m >= 
* (D — mon OQ Ts 
(1.7.15) 


3838 (1. 7. 10 & (2. 7. 150 ,不 等 式 (1.7.13) 成 为 


ə F š 1 
Re [det awe l! СІ Ару)" 


c _ 1 
x G+1D+m@+n)—Q@++n) 2, i ym 
AE 


G+H m» Gn-2) + (m+n) >) T 
j=1 Лай 


(1.7.16) 

最 后 看 (1. 7. 16) 的 右 端 何 时 为 正 的 . 

WE А = (m + mn + 17, { (1. 7. 12), X шщ < 
24m mn 1 (т тп 4 2). 于 是 ,如 果 2 Vm H-mn 3-1 / (m° + 
mn--2)2» р 22а Z2 Zu 220, Wl ep EL 3E 8) — 1-1 R12 A ZA 
DAO. t HÉT (1. 7. 099g. ХЕ 0.7. 11? 中 可 以 看 
出 ;如 果 而 定 AH) 为 产 的 严格 单调 下 降 函 数 . 当 p; 从 0 变 到 
2 / m* 4-mn4- ] / Gn --mn 4-2) ЕЙ г JA 4-1 变 到 一 1. 

固定 了 各 及 为 ,从 而 而 定 了 上 从 (1.7. 11) 中 可 得 到 :给 本 e 
就 可 得 到 相应 的 A. 在 (1. 7. 11) 中 去 掉 指 标 , 而 把 上当 作 常 数 , 则 


得 方程 
А— и 


t = AG — м (1.7. 17) 
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将 4 看 作 u BRR ЕЧ = ЖР. 433 

o= (00 — DAA — 4⁄2] — (А— ГАА — Аш) + AC- X) 
+2 D]? + [AG — XOT, 

此 即 为 


Xp{l — 2Àp + А) = AG — А). 
МО ue a 1 В, CYBER. 所 以 当 0<4<1 时， 
1, 1-2 
u 1 22 + A 
34 jp 二 jp 时, = Gn: +-mn--1) 73. 24 и JA zn XE BP, WJ À +B, 
递减 , 且 为 正 的 ( 当 产 为 正 时 )， її lim АС) —0. 
因此 ,对 于 任何 " 


24m mni 
prr 


存在 相应 的 + А, 818 —1<г<1Ю 

(т? + mn 4-1)? = А, > А > - > А„ 2 0. 
由 于 Аун 满足 上 述 条 件 , 故 (1. 7. 16) 的 右 端 第 二 个 分 式 的 分 子 是 
正 的 . 此 外 ， 


А = > 0. (1.7.18) 


1 
A > 
1 一 АД, 1-— Antim 


4 Y= (т d-mn - 1)", BHZkgXG.7. 1) HRCj— 1, M= 
YO1—7422/0 — p). 
uda. 7. 16) 的 右 端 为 R, #R = 为 2,3， m 中 的 一 个 ， н 


令 
ЕЕЕ Е 
1— АД’ 


A=: + 1 + mG + n) — бт +>; Lue 
pen jf 


= e —1 
В=+1 шыла ылан? mer 
K P = m + n. 


$1.7 AU ЕВН Bloch 常数 . 57> 


docct 
B + рх)` 


从 而 得 R= П Бе ix yz 


y£ 


& fG)—a^ АРЕ, | 


B+ bz 
Xp трус = 
Р(х) = 让 1—B(CpcDje—giz. 
将 A.B E p НАКА P ES R= > Sn 
P 
f a= Gate (z — m + Q): 
паа ие 
= zs e 25 
在 (1.7.11) 中 到 ;=i, 得 := = g 由 于 r= pe 一 ,从 而 有 
二 UN m NM ce y: 


À — Ад = = Aa Ха) “ 
Ж f' xo. 由 于 
H 1 
1 — Ад 2 1-— А 


кф т К р. G=2,3,--,m NI RRN. а 


G == 2,3,-- m). 


ЊН (1. 7.16 8 
aF 1 
Re [det dW |2 q дунне 
t43-14-mCGn d- n) — m(m+n) 二 三 
x u^ ， 
t4-1—mGn 3-n) d3- m(m--n) IO 
1451 
而 
p A= n М тт IA /m Em ple) 
a abr Ут E mn E 1 == hi і 
则 


1 .7 一 mt mn + Du 
lı- AT Y — £u 


Re e {der 2 apo 
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这 里 7= Vm 十 mxn 十 1. 于 是 
1 — мт? + mn + 1л 


Re (det ap on] 


m m2 十 mn 十 1 
人 
| «т? + тп 4-1 
(1. 7. 19) 
2m!-Emn-F1 
4 < m! --mn-F2 时 成 立 . 


可 以 将 (1.7.19) 拓 广 到 对 于 R, 中 的 非 对 角 线 元 素 的 点 也 是 
RLH. EWER, A WUV ,这 里 吕 和 为 西方 阵 ,p 为 对 
AAR. 2 W = ШЛУ, Z€ R,, GC -U-F(QUZVOV ”, 于 是 


ас эс ЖЕ aW, 

oz тат агу - 
А 3G аЕ aW 
det 3z = (ае) "(detV) "det 3 waet 3Z' 


由 于 dW -UdZV MO, -U'GV X det 217 = eU y Get. 
这 就 得 到 
aG aF 
det sz) = det aw O?- 
HE4 Z= u, =}, НЕСЕ 0; 
G € 8, d(G) = 1, det 2900) = 1, 
Ж (|. 7. 19) PA G ЖК F, Z BRW, FERS 
1 一 мт? + тп + lga 


mš--mn+1 
poem 


Y m! + mn 4-1 
RZ. 从 而 得 到 如 下 定理 号; 


定理 1.7.1 #FEB, dCF) 一 1, det 27,0) —1, WA 
1 мт? + mn + 1||W ll» 
[ n WW lz 二 mn 十 1 
Vm? + тп + 1 


Re [det 2560 |> 


9te [det aE w) |> 


(1. 7. 20) 


$1.7 JUU L 2 SOBERELÉS Bloch 常数 ‚59. 


当 Ww ти 时 成 立 , 这 里 Пру, ЗЕРЕ. 


这 是 Bonk 定理 的 推广 . 34 m=1 В, R: 成 为 CC 中 的 单位 球 
如 .此 时 的 定理 1.7. 1 为 刘 向 阳 所 证 明 ( 见 文献 [1. 40D. 

现在 用 定理 1. 7. 1 来 讨论 Bloch 常数 . 

引 理 1.7.1 Ж/Е, Б Bloch 映照 ,将 R, EA c, DUJ 


#2 


IPs 
e . B 
1— 1214 (1.7.21) 


证 # e; № Р, 的 全 纯 自 Ег Z 映 为 原点 ,由 于 
ШР CZ be IE ° 92) 0] * £g2C0) 17! ly 
= IG ° p2) lla + IP07 lle, 


(Z) 


故 
1 Colle < Ils » EP207 lle. (1.7. 22) 


固定 Zo. I 
pa (Z) = A(Z — Z) Ud — ZZD, 
H (1. 7.5), 可 得 
IW — [A OQ — Z Zy "YO [Q — ZN2- 1p- E 


aZ 一 
在 Z 一 0 点 ,有 
aW LA @ p- 
3 
A 
于 是 
2W ЭЛ Aca Qno Do. 
由 (1. 7. 2), 
A` Ss 及 D'D^-I-—ZZ, 
EU 


lh 
一 一 —— ZZ, ) © (I — 7.2). 
因而 小 特征 根 为 (1 一 好 ?2 而 1429. Zo 及 的 最 大 特征 


g 
的 最 
Ё E 的 最 大 特征 根 为 (1 一 zi)-: 从 而 得 到 


71, 


ЖҮК 1 
liEg 202] ly = тя AM (1.7. 23) 
AG. 7. 222 (1. 7. 23) f n] £880 (1. 7. 21). 
定理 1.7.2 E F.RoC""ERFC€S8OD, d(F)=1, 
a 
det 250 mE l, ILF la «EK, 


则 
r(O,F)Z2C(K ,m,n) 


-k-- pen "Ta уятка, 
州 2 十 mte 十 上 
I aA 
x (1.7. 24) 


证 由 定理 假设 ,Ri 在 下 的 象 中 包含 有 原点 , 且 包 含 以 原点 
为 中 心 的 一 个 小 球 . 这 个 小 球 可 以 扩充 ,直到 球面 包 到 R, ZE F 的 
象 的 边界 或 det 250 1E. 由 引 理 1. 7. 2, 这 个 小 球 的 半径 就 是 


ЭЕ 
FO, F). 由 定理 1.7. 1, sw uec oA Em aei ЭЁ o, 


在 R, + F бй ЖЕЗ Г, Ну НХ — x + X й) 


ЖИЛЕ К, 的 边界 上 ， 或 是 det 7 —0. A. H G. 7.20) 及 
G. 7. 21,88 


o 


$1.7 KAR ЕИН Bloch 常数 * 61 ° 


det 2 Ë | 
f |3F az FA 
«oe |w |95 ie az] 1—22, azi 
TEAN 
тыя аб 
> mi tmnt 1— мт? тп +11211 
гот Ст 
° мт? тл 1 
(1— 7 Lt 
x т az, (1. 7. 25) 
这 里 Y—FOQ, Vmi-Mmn-c1-c. ||Z||u= zx, 
* Q — er) — 22)! 
BCI 一 一 一， 
(1-2) 
с 
Tul 


T z»]-o) 25-7 ja-eom-)| 
в (z) = < 


F 


Tera 


<o. 
wo< r<, dor |Z|>I| Zl SECO. 7. 25)? 的 右 端 大 于 等 于 


1 


[eer а Vm + mn FIDA — гут! у, 


t mË 十 mn 十 1 
° | i мт? 十 mn + 1 
这 就 证 明了 定理 ， 
为 了 得 到 Bloch 常数 上 界 的 估计 , 取 


Ка, е, Ка. Km 
W = (W Dae icm m F (Z) = .. ... T 
Кыл, oc, Келу, KU". 
(1. 7. 26) 
AF КІ. 将 К, 映 到 


. 62 ° 第 1 章 Bloch frio a 


K , * K $ K K , , K т К 
I— РРА ев L0. 
W. Wl: KW. W. 2 Waaa KOW 
К’ Ы K К K' ° K ^ K 
BR BR (1. 7. 260 B Jacobian 为 
K 0 
aW 一 E 
aZ | K ? 
0 кт 


# det ЭЎ co 1. 
Ф Ф007) R 的 全 纯 自 同 构 ,将 Zo € R, 映 为 原点 , 则 


K Q 
aF ogo Кә, | ~ TTR 
aZ (0) = š 3 (0) = K А QD. 
0 Kiom 
而 易 知 


这 里 2 3702 的 最 小 特征 根 . 于 是 得 


| 及 ls = sup CE GRE Y :PE Aut(R,) i. К. 
aZ » 


Bt EL CI. 7. 260 Br SE ХВ 886 T Эк. 上 且 显然 可 看 出 :在 (1.7. 26) 
所 定义 的 映照 的 Ri 的 象 中 ,以 原点 为 中 心 的 球 的 最 大 半径 为 
K ™, 

结合 定理 1. 5. 2 及 定理 1. 7. 2 就 得 如 下 定理 口 六 

定理 1.7.3 ВЪН S, (RI)B5 Bloch 常数 B, CRr) 满 足 : 
K! = > Bx(R;) 


Om? тн) 2 


Ki | (1— Gn ти 1) DAE 
ð 


t ет 


1 一 一 一 一 一 一 一 
| (m! тп +1) 
. 7. 27) 


$1.7. JUN E < PUR AS Bloch 常数 - 63* 


当 mx 二 1 时 ,Ri 成 为 C" 中 的 单位 球 В", (1. 7.27) 式 为 刘 向 阳 
PRAEBHU- 0, ЭМ к= 1, 2 — 1B LR; 成 为 C 中 的 单位 圆 A, (1. 7. 27) 
就 是 в> 3, Ahlfors 的 著名 结果 150.2) 

现在 考虑 О Ej BIO AE SEIL RR TEST LE CZ) OQ Биа 
映照 ,县 dec 17 Go sco ЭВ z€ Q 都 成 立 . 

4 

8° [res, det 15 ce) зво XE BERN €). 

k={F €385, || || i KE) 1 KE Loo; 

B= (FENB, d(F)=1}, 

iX HL B 由 $1.5 中 所 定义 .分 别 以 B* BR Bk 表示 全 纯 上 映照 族 多 "、 
597.595 的 Bloch 常数 ,显然 相应 的 Landau 定理 (定理 1. 5.2) 是 成 
立 的 


— 


仍然 考虑 第 一 类 典型 域 К. 
aF 


此 时 由 于 FED, det 2 P ож 
det дф p 
ағ |... | det (1 — Z, Z',) ү 5 
"E s det(I — х2, Z'a) ч 
д = ВЕЖ 


所 以 当 Fe SS, gi C1. 6.17) 则 得 到 
det — zZ, Z!,) p^ 
det (1 ә Ze Z^ 


а LÀ t 
"- 232 0D 2 фън 
K(Z,Z) 1+2 


det Š gaz) | > 


z=zy 


(1. 7. 28) 
由 于 
а X 
27К(2,2)2' 
K(Z,Z) 


_ — @ + я)5(2,) 
£72, det(Z mE Zo Z'o) ы 
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这 里 SC2Z) 为 (1.7.7) 的 右 端 . 所 以 (1.7. 28) 成 为 
7! n 

so алоо [nr eto 
2n + п)5(2,) " Lx 
dett 2,2.) l+ =] 

a. 7. 29) 

对 于 任 一 ZE€ Rr, 可 以 表 为 Z 二 UAV ,这 里 品 和 VV ВЕЕ, л 
ЖЗ fS EE ЖЫ fo ROC 10A AZZRAQmSIRAQZEO, 如 同 证 明定 理 
1.7. 1rB3BERE , ПЕЕ 
А; 0 


x exp| 


Z, = — 


5 | > А 22А 22. А, 220. 
0 А. 


又 如 同 在 证 明定 理 1, 7. 1 中 所 论述 的 那样 ,这 时 
| 0 
KZZo) = "e. | , 
0 £ 
(1—24, 


Ж ура 一 1,…,m). 由 于 


det — Z Zo = Па – 25, 


= 


SZ) = У Па – ас А), 


k=l jh 


所 以 | 
SO __ ЧАЈ 
det(I — 2,7'%) < 1 — 22 
H (1. 7.14) fg 
| Па — xA) A i 
j=l == 
= i 1 — А; j 
Па- ^ а 
je 
因此 (1. 7. 29) 成 为 
aF ” 1 
ede |» lamen 


$1.7 BK P 2 SENE BRUT Bloch 常数 * 65 ` 


xe |= na- 2$ я) 


1+ <= 
(1. 7. 30) 
但 是 
_ A0 А) К N 
LO x (j 1, ,m), 
故 


(1-2) А 
1— 4 1— А 
于 是 61. 7. 300 UJ 


(Rk lem). (1. 7. 31) 


1 AM p 
de aoo |2 1 тете E 
(1.7.32) 
一 2 
үс, 1 
Toe (1 — Y) (1 + >) 
2 уу — 
х eoa riy ya + оа Y) –21<0, 


即 FOAI HARE, OY «C1, 0< X<1 НАЯ z B 
X X. U А 226 Anas Е (1. 7. 32) Н, Ад 替代 Ар, 
(—2,3, ,т) WEL 7. ЗНУ, TERS 
—2mGn-cn).— А | 


1 
det эр pog Taa P dz Т-А, 


(1. 7. 33) 


HF ir. AURI 和 之 间 由 (1.7. 11) 联 系 起 来 , 即 


А; — #; s == 
T XQ — Ау) ps 


当 n д, А = 1—6 ә, XX HL e>, 于 是 由 上 式 就 决定 了 
zX PF 0 < z <1. 然后 由 上 式 可 得 到 对 应 的 А, =, An 于 是 
(1. 7. 32) 成 为 


1,2,°°° m). 


*66- Wg Bloch( 布 洛 替 ) 常 至 


БЕБЕ ЫЛЕ Pr 
— (1 E єў"? 


det ipo) la 


x exp |= 2т(т + n) — e — (1 — 69) 
[230 DO — m — (— eun] 
(1 一 £)m 
xata о). 
Ер ни 
aF mm 十 л) д, 
det 2 po 《1 一 Pa Lesen | i— th |. 


应 用 证 明定 理 1. 7. 1 中 的 方法 ， i eli asi in 
定理 1.7.4 #Fe%,d(F)=1, det 255 pO-1, 则 


det 2E w) |> 2a-mlo- сыт), 
(1.7.34) 


这 里 Wie ЕРЕ, ИЄ Е. 

当 т= 18,2, 成 为 С" 中 的 单位 球 B", 此 时 (1.7. 34) 已 为 刘 
у Н АР Е ВНС 90, 当 ym 二 1,n = 18, Ri 成 为 C 中 单位 图 A, 
《1.7. 34) 式 就 是 Liu-Minda 的 结果 04. 应 用 引 理 1.7.1, 即 可 得 
如 下 定理 ， 

定理 1.7.5 EFR r tulo 5, 


Fe (R), d(F)=1, det 25 уа 1, ЈЕ les KR. 
ni 


r(O,F)z CK ,m,n) 
age AED oy [=m E t, 
° (1 — г)" 1—1 
证 如同 定 理 1. 7. 1 的 证 明 那 样 , 可 得 到 : 
r(O,F)2> faw] 2 [| 55. rod 142 | 


$1.7 AX E 2 kpt SU Bloch 常数 + 67, 


ЗЕ 
det 77 * 197 | 


= | 一 一 i 一 
aF 
22]. 
由 (1. 7. 34) 0.7. 21》, 上 和 式 右 端 不 小 于 


1 сета, — mím + ile 
oa- во T mee ERE 


x G — izom 


Z< ANZ]. 

5 
IY= G — yy =e | =m EDY q Lyn 
= а ууа + ye |= s ыы 

n 


r= 41 у) + Y)™ ?exp {= | 


x [— 20т + 1) 十 《一 2mn — m! + DY 
+ Gn! + mna)Y°] < 0, 
34 0< Y=<Ç1. 也 即 当 0<<Y < 1 时 ,L(Y) 538 М, НР |Z | 


2212 11, 193] 
а 0 y | 一 mn + n)t 

r(O,F) >K f aep ге — pere Sm ja. 

应 用 Landau 定理 (定理 1. 5. 22 Ж 1. 7. 26, BIL f à T = 
0-15). 

定理 i.7.6 MWE 9108,00 Bloch 常数 Bx RD 满足 如 下 
不 等 式 ， 

K= > BCR) 


1 (1 + DO™ x |= mm 十 n» ja. 


1—w- 
> a у lt 


(1. 7. 35) 


iis HIR ”Bloch( 布 洛 赫 ) 常 数 

Ш mm 二 1 时 ,Ri 成 为 C 中 的 单位 球 B", 本 定理 已 为 刘 向 阳 所 
EHC, 34 m=i, п=1 时 ,Ri 成 为 C 中 单位 贺 A, 而 (1.7. 35) 
就 是 Bel. PUR Ahlfors 著名 的 结果 0 


在 这 一 节 中 ,我 们 只 是 讨论 了 第 一 类 典型 域 上 的 全 纯 映照 的 
Bloch 常数 ,对 于 其 他 三 类 典型 域 , 即 第 二 、 第 三 .第 四 类 典型 域 ， 
可 以 用 相同 的 方法 求 得 相应 映照 族 的 Bloch 常数 ， 


$1.8 有 界 对 称 域 上 全 纯 映 照 的 Bloch 常数 


在 上 一 节 中 ,讨论 了 第 一 类 典型 域 上 全 纯 映 照 的 Bloch 常数 ， 
用 的 是 分 析 的 方法 . 当然 ,这 些 讨 论 同 祥 可 以 用 来 研究 其 他 几 类 典 
型 域 . 在 这 一 节 中 ,应 用 李 代 数 的 观点 讨论 一 般 的 不 可 约 的 有 界 对 
称 域 上 全 纯 映 照 的 Bloch 常数 ,可 以 得 到 十 分 一 般 的 结果 . 

Zr рсс 为 不 可 约 有 界 对 称 域 ,包含 有 原点 , 且 为 标准 的 
Harish-Chandra XA. G 为 万 的 全 纯 自 同 构 群 中 包含 有 勾 元 的 连 
通 分 支 ;天 为 CG 在 O 点 的 迷 向 子 群 , 则 G 是 一 个 连通 , 非 紧 且 有 有 
限 中 心 的 实 半 单 李 群 ,天 是 G 的 一 个 极 大 紧 子 群 ,G/K 是 一 个 与 
九 全 纯 同 构 的 非 紧 型 Hermite 对 称 空间 .车 g J С 的 李 代 数 沁 是 
对 应 于 K 的 9 中 的 子 代数 , 则 9 是 一 个 非 紧 . 半 单 、. 实 李 代 数 , 而 名 
是 9 中 的 极 大 紧 子 代数 . 若 % 是 9 的 复 化 ,o 是 人 关于 9 的 复 共 
轿 , 则 一 定 存在 8 8 АЗИ r, 适 合 cr 一 rc, 且 = 决定 了 与 9 
对 应 的 6 的 一 个 紧 实 型 :适合 8 一 8 十 py и=в 2р, HÆ S M u 对 
应 的 Cartan 4 f&. Zr b 3 a 的 Cartan PARAB vr dE e. p. b ag 
Hie. E Ny EE r r 称 为 8 的 复 秩 . 于 是 8 有 直 和 分 解 

人 
这 里 4 为 外 在 % 上 伴随 表示 的 根系 ,8" 称 为 根 a € A 的 根子 空间 . 
a' 由 根 a 唯一 决定 , 且 是 复 一 维 的 , a 可 看 作 b° ERREZA, E 
对 H € b' 作用 后 ,所 得 的 值 记 作 a( 召 ). 对 aCHO [dE br 中 找到 
如 .使 得 (Н) = BCH,,HOXE&8- H € 都 成 立 , 这 里 B(,) 为 
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Killing 型 . Ж H.,a€ A # b PRERE r 维 线性 子 空间 , 记 作 
þe- 

34 G/K 为 Hermite 对 称 空间 时 , 的 Cartan 子 代数 也 是 9 的 
一 个 Cartan 子 代 数 , 取 前 面 的 Cartan 子 代数 日 为 的 Cartan 子 
代数 时 ,由 于 和 在 adg 之 下 的 不 变性 ,及 [8,8]C%, (8. »)C p IA 
有 9 Ce 或 48CP. 若 9 Ce, 则 称 aCEA) 为 紧 根 , 记 紧 根 的 全 体 
为 Дс. яа" р, Ш осе A) 为 非 紧 根 , 记 非 紧 根 的 全 体 为 加 在 Bx 
中 建立 次 序 ,用 六 表示 所 有 非 紧 正 根 的 集合 ,于 是 Yr 可 分 解 为 
P= 二 P+ 十 ?-， 这 里 


».— Уу, p.— D, 9. 


gest —pest 

Rt 0° XT br 的 Weyl 基 为 : 

{Hiss Hi Ena € A), H;€ Ýr, ¿= dimbr, 
则 与 8 对 应 的 9 的 紧 实 型 « 的 一 组 基 为 : 

GH... H, | E, — E_. (E, + Е_.),е € AT). 
那 末 对 应 于 g 的 Cartan 分 解 6 一 8 十 ?， 即 可 得 ?的 一 组 基 为 ; 

(E, 十 Eai (E — E.) a € $t). 

жа 为 了 的 一 个 极 大 交换 子 空间 ,其 实 维 数 为 r,r 为 6 的 实 秩 , 也 
称 为 对 称 空间 G/K 的 牧 .- 若 a.BEA, 且 a 士 8&A, 则 称 a 和 8 为 
强 正 交 的 ， 在 фф r NER Yie :7,; 它 们 是 强 正 交 的 ,而 


а= SORGE EE). 考虑 а 的 复 化 aa 在 а“ 上 的 伴随 表示 ,用 
8.78 2° 的 伴随 表示 的 零 权 空间 ,3 A a° 的 伴随 表示 所 有 非 零 


权 的 集合 , ЖАЄ Е, о бта 在 g 中 的 伴随 表示 权 为 4 的 权 子 空 


Jj. 显然 ,六 C90.6, 而 每 个 根子 空间 9 (eE 4) 或 是 go 的 子 空 间 ， 
RERA 80. 的 子 空间 . 当 8'C9o 时 ,用 a 表示 weE4 限 制 于 ac 上 所 
得 的 权 , 即 asa, Ca = A, 故 瑟 就 是 4 限制 在 e: 上 时 所 有 非 零 权 
的 集合 . 称 了 为 限制 根 科 ,而 gu，AE 了 的 复 维 数 就 是 4 中 “一 人 
的 根 a 的 个 数 , 记 作 m3;, 称 它 为 孔 制 根 4 的 重 数 , 令 | 


‚2. WIR Вос К 


= ]—2 = 2H, ш= J— 2 + 
е. = arte h, 一 a( H.) ' ё. a oE- ac A , 


则 有 


[е„,е-„] = has [А„,е-„] =+ 204, a € At, 
且 有 re。= 一 e-。，aeE4, 于 是 


pz 一 >, Ceser 9° = p-+ 6° + р. 
ag 
id 
€; — ё, h; = hy (=< J =< r), e= e 


计算 g 在 ada 之 下 的 限制 根系 . 对 不 可 约 的 非 紧 型 Hermite 对 称 
空间 来 说 , 它 的 限制 根系 三 只 有 下 述 两 种 可 能 ; 
D х= |а), trna«j«o) 


D I= | ра E ENIS). 
XH —- HUE If FERRE Ж, MARME Y-i; 的 限制 根 的 重 


数 是 相等 的 , 记 作 o AEMET, 的 限制 根 的 重 数 是 相等 的 ， 


记 作 5; 所 有 形 如 土 Y; 的 摄制 根 的 重 数 也 是 相等 的 为 1,r 39 G/K 
E). DU] r.a b 为 在 双全 纯 映 照 下 的 三 个 解析 不 变量 ,由 D Brod 
定 , 反 之 ; 当 r.a.5 决定 了 ,不 可 约 有 界 对 称 域 在 双全 纯 等 价 意 义 
下 ,也 就 唯一 决定 了 ( 见 文献 [1. 35]). 不 可 约 有 界 对 称 域 D B5 
格 (genus) 定 义 为 

p = (r — Da + 5-42. (1.8.1) 
在 文献 [1. 35] 中 ,Koranyi 具体 地 给 出 了 四 类 典型 域 及 二 类 例外 
RK p 的 值 . 这 是 研究 不 可 约 有 界 对 称 域 的 一 个 重要 的 常数 . 当 
然 ,这 也 是 一 个 在 双全 纯 映 照 下 的 解析 不 变量 . 


D 中 任 一 点 z 可 以 表 为 z = > REK, OSA, j=l, 
eer AGO PPR KRABZ DG, ME 
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Al Se) = Па — à». 
7 一 1 


了 一 上 


于 是 有 
E] N а 
h(z,w)s5exp > z; ——exp > w;-——h(z). (1.8.2) 


也 是 一 个 多 项 式 , 囊 对 z 全 纯 , 对 w 反 全 纯 , 于 是 DD 的 Bergman 
核 函 数 研 表 为 ( 见 文献 [1. 16]); 

K(z,w) = Alzsw) P, (1.8.3) 
iX HL А (2,10) Н (1. 8.2) 所 定义 ,p EB G. 8.1) 所 定义 . 以 吉之 0 表示 
т = (mim, € Z ЖЧ motom, JENER, Н m >m 
之 … 之 m,, 对 任 一 复数 ,定义 


€. = [Ife 522]. . (1.8.4) 


& 
Е С),= [1c-:-D.(O»215£—Tj уо ,以 

1=1 
1, 表示 (1,，…，1,0,……0). T EH. 8.4), 有 

ао паа 
Pt | 
T = а 
(— 1), = (— э]: +@—1) $). 


# PO'OGXR T+ 上 的 全 纯 多 项 式 组 成 的 空间 ,这 可 分 解 为 不 可 约 
子 空间 POT Ov, Pw 的 维 数 为 (文献 [1. 16 D: 
TIal mc еу IG +2) i 
d = |21 


B| m; — j) T 1) 
z + 90 — Ф 


x TI “ 


= = a M 
acad 20 — Р) 


B(m,— mea — p + D + 1) 
x = ыы NET MEM 


B| m, — m, (q — p+ D) 


+72 - $513 Віосһ Ж 


FaSt, E К”(«,то) 5 р. ЕЖ, ИЖ Bp I EEC w€ 
DD, 有 ( 见 文献 [1. 16) 
hG,w) = D EKE, w). (1. 8. 6) 


moo 


这 里 (6)。 由 (1. 8.40 BERE XL D 中 的 每 一 个 z 可 表示 为 


х= 69146, ОФА <1, 1919г; k € K. 
ізе1 


30 A= S s & É = Уе. Е m0, Pn ARETA, W 
(hL ЖЕК 1. 16]) 

K*(z,z) = т (1.8.7) 
这 里 z= Ууда, n-—dimyp*. 


由 于 不 可 能 用 太 多 的 篇 辐 , 有 关 李 代数 的 知识 ,请 参阅 文献 
[1. 31]. [1. 617. [1. 16 ]. 有 了 这 些 准备 后 ,就 可 以 对 不 可 约 有 界 对 
称 域 上 全 纯 映 照 的 Bloch 常数 进行 讨论 了 .但 需要 下 列 一 些 引 理 . 

HRE 220, WMR т.221, WÄ (С—1)„=0. 作为 (1.8.6) 的 
推论 ,有 : 


引 理 1.8.1 А(2,10) = > ; (—1), Kt, (z,xo). (1.8.8) 
j=0 
由 (1. 8.7248; 


а, 
K'Q,z) = Te QD. 


(215 
на. 8. 5), 经 过 计算 ,得 


| [< —i--1) 
1, t=1 TE 
ыстыгы Rm x G = 1,2,',7). 


, ADM -e-04] 
Jj i=l 


п 


r 


(1.8.9) 
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` z ә 
ЖЕ z= (жу, ++, € D, in E= 2093 则 有 : 


引 理 1.8.2 (EK)(z,2)=p |] aia” 
л 
x[ [а-ар]. 
im] TÉ: 
这 里 之 二 此 >ле. 
ici 


证 Kole) A z 的 7 次 多 项 式 (j==1,… r). Hi (1. 8. DA 
Euler 等 式 , 有 


(Eh)Xz,z) 一 D Dr jK). 


gmt 


Њ (1. 8.4), (1. 8. 7 (0. 8. 9), (Eh)(z,z) 等 于 


r J d 
Di- онор 2 |2, 
产 1 1 


i= m 
” 1, 

, TI- 一 “十 1 

= у del. c. S 
2, 1j ji Ppi, 2) 

ex C ИС QU. 
j-i +! 

再 由 (1. 8. 3) ,有 


(ЕК )(=,2)= E(h(z,z) *) 
= (— £)h(z,z) * (ER) (x z) 
= C Dhe D [^ e an. 
j=l 
(1. 8. 10) 


4 S;Cu Tar Tr G= 1 s"... MÀS j 次 基本 对 称 多 项 式 , 则 对 每 
个 j, 有 


p, Q) = ES, AD. 


И 


-74> #1й Вос) 
В АС,2) = |] 1—2), в, 8. 10) 8018 
jml 


CKK)G,2)— (— р) [a 一 +0 


Jui 


x [Sic 5st. a]. 
,=1 


余下 来 要 证 的 是 ; 
2, DGS, 一 一 SX] Ja ~ А). 
ј=} j= pes 


(1.8. 11) 
жж ора – 4015. 一 方面 ， 这 等 于 


TPX 1S, ADS ]. ， 


ы Бусел, 
另 一 方面 ,这 又 等 于 
= Па р aa „Па £535 
一 一 ГУА Ца — M]. 
H. 8. IDÈA. 这 就 证 明了 引 理 1. 8. 2. 
€ à= Sa Єр, -1<А<1 G=1,*%,r). 
dA. 393636 0 Z| À 的 测 地 线 的 中 点 . 令 


с; = arctanhA, (i —]1,:,75. 


SEX YG)— Ў) GanhicJe, 0scrsci E Y 6026 D PF08138 ОШ 


对 于 Bergman Ж), Y(00—0, D= k >| ij —A.. 5 e > 


руте B IS EE (A =, c — RISE. AL 为 DD 0 
立 不 动 点 . 
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在 的 中 心 选 元 素 Z ,使 得 在 ? 上 的 复 结构 J 为 J 一 ad (2) |p. 
于 是 exp(x2)EK, 且 作用 在 D 上 为 一 id Gd 为 恒 等 变 换 ). 


引 理 1.8.3 #л= PjAe€D (一 1< 和 < 之 1,i 一 1,…,r), 则 
p 可 表 为 


Pa = g(expzZ)g `, (1. 8. 12) 
这 里 g= exe X, li Хе res. 

证 因为 expzZ = — id 对 0 对 称 , 只 要 证 g 1 A, — 0. 根据 
Koranyi-Wolf 的 引 理 3. 50 2 , 若 g —exp > Xa z= Уи; 则 


і=1 


m > b,coshz; + sinhz; 


b,sinhz, + coshz, ^ (1. 8.13) 
н g '—exp Ec $x| ; c;—tanh !A, 
iœ] 
以 及 == S| tanh 2) е, 
т tanh © cosh| -$i| +sinh| 一 2 
所 以 в7А.= У) «e 
i-i tanh 36 sinh -£| +eosh| 一 ^ 


引 理 1.8.4 #л= УУ: KALI, —1<2<1, 00 


=l 


(1— 1—04, 
plà) = IS» —ÀHÁ t (1.8. 14) 
证 令 £= —ec,/2 G=1, r). 根据 (1. 8. 12), 


Ф.А) = g(exprZ)g ! * где 


== екр[— > X; |JexonZexp( Dax) t She. 


由 (1. 8. 13) ,这 等 于 


* 76 。 1% Вось 
а ^. tAcoshiz; 十 sinhz; 
exp(— 274 exon У) tÀsinhz, + соз, 
HF expx2Z 一 一 这 ， 故 这 又 等 于 
tAcosht, 十 sinht; 
exp(— > X, ) = tÁsinhz, + cosht,®’ e). 
而 由 (1. 8. 13) ,这 又 等 于 


Acosht, + sinhz; 
ў Asinhz; 十 coshi, 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 |e，。 
tAcosht; 十 іп ај, 3 eoa 


соз; — sinhz, 


ів] 


tAsinht, + coshz; 


E > (— 1) tAcosh’t, + sinhz,coshz, 十 tAsinh?z; + sinhz;cosht; 
ЕС zAsinhz,coshz, + sinh/z, + tAsinht;coshz, + cosh?z; ^ 


= > (—D tA;cosh2*, 十 sinh2z, 
I tAsinh2£, + cosh2z, ° 


= (一 1) tà + їапһћ22, 
ш > tAtanh27, + 1^ 


.对 任 一 z€ D,Wj z 可 表 为 z= Уле, REK, pmen 
220, HEX ll pn. ШЕ (А = hiel 对 每 个 EK 都 成 立 . 
车 下 为 马上 的 Bloch 映照 , 且 有 Bloch 范 数 ||Flls, 若 AED， 


@ (z)3# m 5 Eh S AB) D 上 的 全 纯 自 辣 构 , 则 
Ea = gg. ОЕ *f (o) б 
于 是 


32o) 1. 


[ito e 


$18 有 界 对 称 域 上 全 纯 映 照 的 了 loch 常数 
REl 为 矩阵 的 范 数 . H J. Arazy ^ "的 结果 ,得 
294) 一 一 BO,01BG,27!, 
д2 
这 里 BG 20 Àj Begman 算 子 .于 是 
9 Pa ` 一 -м 
[22] КЕЯ 


经 直接 计算 可 得 :对 任 一 A€ DR 


. 77 « 


(1. 8.15) 


(1. 8. 165 


Sii 1 
IBQ,2 = трае 
于 是 证 明了 如 下 引 理 : 
引 理 1. 8.5 Ж F;D—C' 为 不 可 约 有 和 界 齐 性 域 D 上 网 Bloch 
映照 , 则 
oF JF lis 
| az, * 1— ar 
对 每 个 EDD 都 成 立 . 
《1. 6. 122 8] ZE Si 7g 
а Ф, 
det Суч ИЕ 
a e, 
det "d : 


由 (1. 8. 3) 及 (1. 8.15), 
det ZË (КС, КО, 


车 4= SIAe.AGRSIRAZO, —1<z<1, M 


i=l 


kA D= Па — 25, 
iel 


hGA,3)— [ [à — 25. 
由 (1. 8. 17), (1. 8. 18) Ж (1. 8. 190838 


= (— 1)"h(z,A) -Ph А). 


(1. 8.175 


(1. 8. 18) 


(1. 8. 19) 


-78° #1 Bloch Ari iE 


det zel IIa — A4» 
= ТаВ = а, (1. 8. 20) 
s |z: IIa — 24)? | 

有 了 这 些 准 备 之 后 ,我 们 就 可 以 在 D 为 不 可 约 有 界 对 称 域 时 
来 具体 计算 人 1. 6. 13) 式 . 


由 引 理 1. 8.2, 若 A9 Dlhe 入 之 之 … 之 和 之 0， 则 
i=l 


xT[a — А], 


1 P 


det 


ғ 


t 


CK)a,0-—p]ia- A eso 
2=1 
而 
KAD = hA ADM = [Ia — a. 
j=1 


这 就 有 
GK)0,2) + Ka, 0- Ца 一 р-а 一 为) 
ji 


jmi 


+ Аха x 区 | (1. 8. 21) 


im] j: 


(GK)0,2) 一 天 CA) =— T [a 一 еа — Ж) 
j=l j=) 


— ха — ip. (1. 8. 22) 
i= per 


Xf (1. 8.200€ (1. 8. 21). (1. 8. 22) 代 入 (1.6.13) ,就 有 如 下 引 理 ; 
引 理 1. 8.6 Æ F:D—C 为 不 可 约 有 界 对 称 域 D 上 的 全 纯 


映照 ,4= 2346Єр,—1<ғ<1,ЕЄ80р), 8 Е 38 D 上 的 Bloch 
BUR. dO) —1, det 2^ (0) —1, gx(z) 为 将 4 映 到 原点 的 D 上 的 
全 纯 自 同 构 , 则 Re det SE расад) 不 小 于 

IIa — 42). (Ша — №) + Уа — pp 
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+ Па — А) 一 Уха — aD |) 


j=1 е1 17 


+ (Па — {а — А) 


jmi 


4 ERTO — >] + Па — A) 


= 让 Ула 一 b p. (1.8. 23) 
3—1 pei 
Ф —1<:<1, $ 
|. (1-04 
ee (1. 8. 24) 


рс) = Siue = р. Р 2 рар --- 2,220. 而 (1. 8. 23) 成 为 
i=) 


2 G@G+1) — p p 
Re [det $3. 0)2lIIa—ue б сез 
дх = pm (1 — Aj) a É D + >> 
1— s 
(1. 8. 25) 


但 是 
= À 1x __ А А 
G 十 DEAL. X ШЫ Pisa s sil 


S 24 — (pr + DA 
-pT 之 rÀ; (1 — А) : 


1⁄2 
HE А = (pr+1) + , WJ < 2. = DT, 反 过 来 ,如 果 


pr 二 2 
给 定 Aat n 满足 如 下 关系 E 


2Cpr + 1»7 
pr +2 


则 可 选取 适当 的 上 及 大 一 (pr 十 1 B—1«UIE 
《pr 十 1) —AIZRAQERmARAGRO.TÉ А A G4 Z [BJ Е X: £ = 
(1.8. 24). 显然 ,这 只 要 到 


о> ра 22 а 22 + е 2> 0, 


* 80 ` 第 1 章 Bloch( 布 洛 赫 ) 常 数 


_ (er + DO — Ar + 37 
(рг + 17 pa ы 


що c EET TT wg ESEBORIS г WE —1<и<1. 取 定 : 


后 ,由 (1. 8. 24) 可 得 А.А, ЕТЕ 只 要 证 明 AZAÀSEeéeIRAGCEOBD 
в]. 4E C1. 8. 24) 中 去 掉 指 标 , 由 于 : 是 常数 , 故 4 和 e IRURE 
式 


(1. 8. 26) 


А— кж 
ТІ i) 
B] A у z BER. 在 (1. 8. 27) 式 对 p 求 导数 ,得 
А 一 1 1—2. 
u 1 — 24⁄ + A 
H -TF0<z<1,0<4<1,B А 2>0. BD A 3⁄2 и br ERU n eR. 因此， 
AZRAQmESARAGEO.MA nZ, ШЕ, зу, 220. 
[B BIECT. 8. 250 ,其 右 端 分 式 的 分 母 显然 为 正 的 ,而 


Auth Aus 
peeka AIAR С 


从 上 述 不 等 式 及 (1. 8. 260 & (1. 8. 25) 得 到 如 下 引 理 ; 
引 理 1. 8. E D ACC 中 的 不 可 约 有 界 对 称 域 ，F EE 涛 (DD)， 


d(F)=1,det 5 AO La D ne € Dinge Z2 220 , ЭЦ 


(1. 8. 27) 


. : 
“< pr+2 H, 


1— V >r + 1л 


Au (1.8.28 
p 
рт + 1 


aF 
Re [det a. |2 


成 立 . 
证 C. 8.25) 的 右 端 还 可 写成 : 


СОСЕ QI EET 
ЕД 


П 
aul Au ` 


G0 REI 


(1. 8. 29) 
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A тт 
— jj 


=#-+ 1— pr + p > ; 
}з°з 
WC. 8. 290 nf S 


А — pr 
х=» i pr 


EETA 


jti j y 
4 
A — px 
fG) =? Bt 
则 
f(x) 一 ;L AB + «Co — DA — (p + DB)ox — pz]. 


ас 
Ф9= У) ic z 则 


JF 


AB + m — DA— (p+ DDB)r — px’ 
= @G@ + 1)G + 1 — 2z) — р bá Pu zy’. 


由 于 r= zin » ЖЩ (1. 8.24), ва. т -, РЕ 
А-А 2 . ld AD 
Байа олот DL peat gei кы ° 


MP GosO. Шү 0, 2, # (1. 8. 29) 中 以 


1 1 , 
r x= Pag WRATH. 所 以 (1. 8. 29) 不 小 于 


CON: PN 
1 ало ао ad 1 — Ад 
(1 一 Ад)” ` 


` Е ERE 
¿+1 prope у 


We а Rm Od pn HUA Est ЩИЗ (1.8. 28). 
1 1⁄1 


# z€D,Wzufxd4z—hRO.edlDmzmeImamOEkCK. 


.82 - wi Bloch( 布 洛 赫 ) 常 数 


HE k, $ p= Хе, == Ён, ^ 


-1 
Gc Fay) 5z) ; 


RIT 5 p X3. 因此 9 一. 于 是 det 3 一 det о”. 如 果 


F € BD), dCF) = 1, det 2 P0) =], 
UG а pk GEBOD), d(G)=1, det 28 (9)-1. 
于 是 由 引 理 1. 8. 7, 就 有 如 下 定理 Po 
定理 1. 8. 1(Вопк RAE) — 45 DX C" 中 的 不 可 约 有 界 对 
Skhh,FCB(D, d(F) —1, det ZE (o1, z=% 之 ceep， 
ЄК, 


3 F 1 一 ¿pr + 1|е|| 
Re [det эк |> i: 一 “和 pr (1. 8. 30) 
мрт | 1 
w Пар ЕЕ 时 成 立 ,这 里 ella. 
定理 1. 8. 1 可 以 看 作 Bonk 偏差 定理 在 不 可 约 有 界 对 称 域 上 
的 推广 . 应 用 这 个 引 理 ,可 以 得 到 以 下 的 一 条 关于 BDH Bloch 
常数 的 下 界 移居 计 的 定理 % 
定理 1. 8. 2 邓 x(D) 的 Bloch 常数 B(x(D)) 满 足以 下 的 不 
SA: 


1 
TH Q-— Ур кіда — ут, 
m Eam x рр t. 


° ' = 


K’ >B (BD) >к 


(1.8.31) 

证 E F€, (D), HF det 22 (0) 213 F(0)=0,D EE F 
的 象 中 包 有 原点 , 且 包 有 以 原点 为 中 心 的 一 个 小 球 . 这 个 小 球 可 以 
扩充 ,直到 球面 遇 到 D 在 FF 的 象 的 边界 成 det 3 一 0. 由 引 理 


$1.8. rS EE LS SEMIS Bloch 常数 * 83, 


1.7. 2, E NER BJ 2E Е r (O, FO. 由 定理 1. 8. 1, 28 || >= || < 


1 aF - 
"zs В, det 2350. ТЕ D + F 的 象 域 中 , 取 一 条 直线 厂 ,由 


原点 出 发 到 一 点 ,这 点 的 原 象 或 在 D 的 边界 上 ,或 是 det ZE =0. 
显然 


Е dz 
reo, = |[aw|- [iwi = f 3E mr | |, 
RE y=F-' (m. BE 
ӘЕ dz aF a F|” 
j. az Т] [dz | > |, det s M Jz " Jdz |. 
(1.8. 31°) 


由 引 理 1. 8. 5 及 定理 1, 8. 1, 上 式 右 端 大 于 或 等 于 


FH i Ире Ее .- le. 
 -— |” jer del 
° Y pr + 1 

(1. 8. 32) 

мы — ynl 

Фс VPF, 200, goo 2699907, 

1-2) 
FEX << 二 时 ， 


gx) Меш 


2+1 
х с 
1 Е a 
€ 


一 2n 一 Da[1— z) (1 一 «| 


la — e) — z’) 


= mes =- prz — xà) 
E 
€ 


Sr |1 — #|а -| «о. 
由 于 lellei S&.8.32 XP SF 
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a Мру", 
D £ pr 十 1 wc £. 

， [0v * 
这 就 证 明了 (1. 8. 31) 的 右 端 的 不 等 式 . 

从 文献 [1. 35] 及 [1. 32] 可 知道 :所 有 不 可 约 有 界 对 称 域 全 纯 
等 价 于 可 类 上 典型 域 及 两 个 例外 域 ,所 以 可 以 十 分 具体 地 写 出 在 这 
ж Е 9,00) Bloch 常数 Bx 的 估计 式 . 

对 于 第 一 类 典型 域 R I. I— ZZ 220, Z—Z 077,1 msn; 这 
时 p= 二 rn 十 myr 二 mm， 代入 (1, 8. 31) 就 得 到 (1.7. 27). 

对 于 第 二 类 典型 域 Ri .1-2 277020, Z=Z =Z°% , 这 时 p= 
п+1, геп, Сре 192 = (2 п +102, А (1. 8. 31) 就 得 到 

BBR DKF 


tato M 
51 z T 2 D+) 
< абара уа 


2 
| t n"-Fn*1 


! o DE 
对 于 第 三 类 上 典型 域 R,:1 十 ZZ>>0,Z 二 一 Z' 二 ZY; 这 时 p= 
2n—2, 725] 于 是 当 п 为 偶数 时 ， Gr) —G'—24-*, 
代入 (1. 8. 31) 就 得 
во (Въ) >К 


=69+1) (= 2) 
2 


— 122 
(nt 12692) 


Q^ —n-- ( Я 1 : 
“| СЕЕ Те ола 


"+1 
f Él 
(3*5 —24-1)7 
当 n HAR, Cpr 十 1 六 二 (wn? 一 24 十 2 六, 代入 (1. 8. 31) 就 得 到 


*я+1)‹м—2) 


ВО, СР à. DZK- 2 


ía-r15(n— 2) 


(n — 224-2) V2 1 
TEE M H 12 
“| (1—67 Dipa R a 
t 其 一 2 十 2 
| та ss) 
(и? —2n+ 2)? 
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对 于 第 四 类 典型 域 В, :1 十 |ZZ' 13—22 7':>0,1— |ZZ |20; 
这 时 p=n，r 二 2, 而 (pr 十 1)3= (294-1), ФА. (1. 8. 31) 就 得 到 


а 1 - 
1 一 一 一 一 
| Qn 十 5i] 
对 于 维 数 为 16 的 例外 域 R, ,这 时 p 一 12, r— 2 ii Cor? 
二 5, 代 入 (1. 8. 31) 就 得 到 


1 
° 2315 
ВОВК, )) Z e| oO qr 
[к= 
© 5 
对 于 维 数 为 27 的 例外 域 R, ,这 时 р=18.,л=3,(рг-Е1)%# = 
V55, 代 入 (1. 8. 31) 就 得 


£ 
p.  _ Е 
| 5 (1— 550 m e 


| 1 A =) 55 
о 55 

至 于 B (Wx) 的 上 界 的 估计 ,可 以 取 F H: F= (KZ, Tt, 
KZ,- KZ.) ASKK <). 于 是 可 以 对 各 类 不 可 约 的 有 界 对 称 
JULI rub, Fe 8,00), M PR K' "之 B(WBx(D)). 

以 上 讨论 了 不 可 约 有 界 对 称 域 上 全 纯 映 照 的 Bloch 常数 . 

如 同 在 前 面 所 进行 的 那样 ,对 于 不 可 约 有 界 对 称 域 D 上 的 局 
部 双全 纯 映 照 族 ,也 可 以 有 相应 的 定理 9， 

定理 1. 8. 3( 偏 差 定理 ) D 3 C 中 的 不 可 约 有 界 对 称 域 ， 


F€8*(D),dCF) —1, det ЖЕ (0) 1, z=k Due ED, k€ K, 
则 


ЭЕ 
дет 2:0? 


成 立 , 这 里 llzl 一 入、 
定理 1.8.4 39k CDO BS Bloch 常数 B GB CDD) E ELA F BS 
FA: 


> G — lerep | EL) a.s.a» 
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Ki > B°(WLD)) > kc. == - £a. 
(1. 8. 34) 


以 上 两 定理 的 证 明 PEYRA == SAED N 


imi 
KAD = [Ta — 25. 


j=l 


将 此 结果 及 (1. 8. 20) 与 引 理 1. 8. 2 一 起 代入 (1. 6. 17) ,就 得 到 
det ZE epza) P 28) 


2 = 
x exp {= s =20 725 l. (1. 8. 35) 


但 由 引 理 1. 8. 4 及 公式 (1.8. 14) 1:24 — 1r 1H, 
(1 一 Ч — 2 
ф,(хА) = от — 6 
A 
(1—2 . 
n= 2А G = а (1. 8. 36) 
RJ 


1—5 r 
U- Ir 


Pede 8. 35) 成 为 


aF ] 2p(1 — z) Du 
det 2 соо |> TI LI a= san ie 1+ 上 一 1— 
(1. 8. 37) 
但 由 《1. 8. 36) 41 
(1 一 TIA - А es s 
тоша стиш 
于 是 (1. 8. 37) 成 为 
aF 1 2 Aut; | I 
de 220 |> 15 Ауу mii TL. ]: 


(1. 8. 38) 
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函数 


£o = гуе. гу | 


的 导数 当 0O<Y<1， 一 1<X<1 时 ， 


Фа 7) 一 3 2 Y 
PO) = — q — YE + = еко I ry ]« o. 


H А2224, 及 77) 的 递减 性 质 , 从 (1. 8. 38) 可 得 


аЕ 1 — 2pr А д J: 
ai a 9 | - (l- А 1+5=1 ày 


(1.8. 39) 
取 = и i. Ш e> 0, Ë 181 — s > м. & А = 1 —– Е, z = 


1—2—/4 sar 
T C op, FEC. 8. 36) 来 决定 入 ,…, 入 ,于 是 (1. 8. 39) 成 


为 


oF š 1 
dean | 20 ору? 

— 2pr(1— £ — (1 — £1) — ep | 
[201 — €) 一 £h 一 (1— е)? |(1 — (1 一 EAI) 


令 £0, 189 


x exp | 


det 2 2Е wa exp | 27А . (1. 8. 40) 


— 1] _ 
— д)" Ау 


如 同 定理 1. 8. 1 中 那样 , 若 z 二 Djwe; € D, 3-480, 


REK, $ p= ЭР" х= Ёр. Ф сад =ваю(92) 
$21 
IO IE, FEMTE. 8. 3. 
至 于 定理 1. В. 4 的 证明, 如 同 定理 1. 8. 2 的 证 明 那 样 , 只 要 以 引 
理 1. 8. 5 及 (1. 8. 40) 代 入 (1. 8. 312 ,就 可 得 到 


1 
1 
OF» f ст zD” 


ехр[ РЕ 9 — 40а, 
2 тр X1 —4lel. 


, ДІ 
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4 1(2)= Lp 人 人 
ЖК nl ЕУ, 
P Gy —— IG) 


x ше 257, ц 021, c0 


cQ — z)z + 20 — 1x 
аа) «9^ 


于 是 


i [| (1 POT он 
r(O,F) > К o 7 exo[ 227 |4. 


这 就 证 明了 (1. 8. 34) 的 右 端的 不 等 式 . 至 于 左 端的 不 等 式 ,已 在 定 
理 1. 8. 2 中 证 明了 . 

对 于 第 一 类 典型 域 RLII—-ZZ 0, Z—Z^"(QGsxmsn, 
这 时 pp 二 n 十 m，r 二 n， 代 入 (1. 8. 34) ,就 得 (1. 7. 37). 

对 于 第 二 类 典型 域 Ri  I— Z Z'2>0,Z=Z' =Z” ,这 时 р=л 
+1, к=п, RAA. 8. 34) 就 得 到 


1— gie 135n 十 2) 


BBLR, DY Rc ( 


(1 E Dyeto 
n(n + 12 
x exp [—m 12 =; jar 
bris io-D0o- 
=K eon D Utor - 2) 
0 (i == 1)2“ TED 
x exp { ED lar, 


对 于 第 三 类 典型 域 Rr :I+Z Z> 0, Z= —Z' =Z”, XEF р 
—2n—2,; -一 | 三 |, 于 是 , 当 为 偶数 时 ,pr 一 n(n 一 1); 34 п № 
奇数 时 ,pr 二 (x 一 1)7. 代入 (1. 8. 34), А99]: 34 я 为 奇数 时 ,有 


-erne-n-— pt) ZOD) 
0 (1 — A 
— nin — 1X á 
1—t 
eren t (1 + t)retoe-n 


° (1— Div 


BBR: >K 
X exp | 


= К 


$18 ARAILE SS B) Bloch 常数 . 89 - 


x exp | — tla, 


当 为 偶数 时 ,有 
a ya (1 — piensen 
— n(n — 1» 
x exp | —" P jar 
EN к ce 1 (1 + £)E "+ 2) 


0 (1 n з“ 一 3n 十 4) 


> exp | mn jar. 


对 于 第 四 类 典型 域 Ru :1 十 12Z2' || —22 Z'250, 1— |ZZ' 170. 
这 时 р-п, r=2, ЖА. (1. 8. 34) ,就 有 


BBR, D> K "| een | 12 s 


y 1 —{ 
u (1 +" — 2nt 
= к a meae 12) 
对 于 维 数 为 16 的 例外 域 R, ,这 时 p 二 12,r 二 2, 代 入 (1. 8. 34) 
就 得 


orno < E= Ü Cl — 252 24t 
BOBRCR D> K fazili Ma 


__ 14142) 一 244 
= К^! COLE yr ex | ; jar. 
对 于 维 数 为 27 的 例外 域 Ru, ,这 时 5—18.7—3. 45A (1. 8. 34) 
就 得 到 
о удо -х 01 — 222% 
BABER у> КТ S aex т i 


26 = 
= K >s W> Haap yo >£ jar. 


эн, 
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Schwarz( 诗 瓦尔 效 ) 导 数 


$2.1 历史 回顾 


Schwarz 导数 是 分 析 中 的 一 个 重要 概念 , 它 在 共 形 映照、 函数 
单 叶 性 、 氢 似 共 形 映照 ,Teichmiiller 空间 以 及 常 微分 方程 等 多 方 
面 都 有 着 本 质 性 的 作用 . 由 于 单 复 变 数 孙 数 的 Schwarz 导数 的 重 
要 性 ,近年 来 有 不 少 文献 讨论 如 何 将 Schwarz 导数 的 概念 推广 到 
高 维 空间 中 . 在 这 一 章 中 将 系统 地 介绍 我 们 在 这 方面 的 工作 ,在 这 
一 节 中 , 先 十 分 简单 地 回顾 一 下 单 复 变 数 函 数 的 Schwarz 导数 . 

对 于 单 复 变数 函数 的 Schwarz 导数 已 有 多 种 观点 及 途 名 下 
入 ,并 加 以 定义 . 以 下 列举 几 个 : 

Schwarz 导数 最 早 是 在 1869 年 由 H. A. Schwarz 引入 的 . 当 
时 他 考虑 如 下 问题 (克文 献 [2. 4]、[2. 34 D: 

由 Riemann 映照 定理 知道 , 任 一 以 加 弧 为 边 的 三 角形 ,都 可 
以 共 形 映照 到 一 个 加 或 一 个 半 平 面 ,例如 пас > 0. # и = 70) 
将 上 半 平 面 映 为 这 个 圆 驱 三 角形 的 共 形 映照 ,将 0,1, 00 映 为 这 三 
角形 的 三 个 顶点 , 线性 分 式 变换 

ues 22 GB a bcd HER, Had — bc 0.) 

(2.1.1) 

将 702) BUS то (z), FH РАНЕ GNE SURE IRE CIR De BULL. En, 


z(z) 也 将 上 半 平 面 Imz 770. B 2 — 1 lg = fJ 85 P3 B sk PRI. 
这 个 三 角形 的 顶点 为 zk0) xo CL) Ж zo (eo). {ТЕ w ^F TE E59 


$2.1 Bb; EK ‚95. 


点 ,都 可 以 选取 常数 a,b,c 及 d ,使 得 w(0),w(1) 和 wloo) 与 这 三 
HES. H. A. Schwarz 讨论 了 如 下 的 问题 , 求 出 一 个 不 依赖 于 
RR а,Ь,с,а H usw 及 其 导数 的 关系 式 . 而 Schwarz 导数 就 是 所 
要 求 的 关系 式 . 他 的 做 法 是 用 求 导 来 消去 常数 abcd. 
由 《2.1. 1), 求 导 得 
= ad — bc 

(cf + а)? 

由 于 ad —5czE0 i f 360, Й 


Р, 


d _ d _ rf 
Кт = да? +? 


Дүш! =w, Sif =u, 
则 有 
w =u - 227, ud 


cf Ad 


Ur үр" = 2c f" 2f? 


cf+a Cf + ау 
НР P'U= f” É (2.1.2), 有 


(2.1.3) 


代入 (2. 1.32 BUR 
; ; 1 = liz Др 
本 
这 就 得 到 


dr 1 Í d 2 æ 1/4 
garw -+| £] = ал — Lan] 


ic 
LOT o opt 
(Ља) = 7 e| , (2.1. 4) 
则 上 式 就 是 
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(uz) = {f;z}. (2.1. 5) 
而 (2. 1. 4) 就 定义 为 子 的 Schwarz 导数 ,这 也 可 记 为 SLfF](zx) 或 
Sr(z). 因 之 ,(2.1.5) 也 就 是 


S[w]kz) = see =5[/1@ (X185 


É 
S. (z) = S,G), 

Вр Schwarz 导数 经 线性 分 式 变换 后 是 不 变 的 ， 

利用 (2. 1. 5)， 可 以 给 出 将 上 半 平 面 映 为 图 弧 三 角形 的 共 形 映 
照 的 具体 表达 式 , 这 已 在 第 一 章 S 1. 2 中 看 到 其 用 处 了 . 

这 是 Schwarz 导数 的 来 源 . 

对 Schwarz 导数 也 可 由 另 一 种 观点 导出 来 . 

Ж NCCE 为 域 ,f 为 人 上 的 全 纯 函 数 ,着 a,6,c,:4dEC, 且 ad 一 | 
bc — 1, Bt] fic 
az + b 
cz + 4 
为 C 上 的 一 个 Mabius ЖА. Т s| T И 相对 应 , 则 所 有 Mbius 


变换 了 组 成 一 个 李 群 SL(2,C)/i 土 1}, 称 之 为 M6bius 群 , 记 作 
Màb(C) ,这 里 了 为 单位 阵 . 对 中 的 一 点 zo, 要 求 一 个 Möbius Ж 
É T. GO .使 得 T(z) 与 f(z) 在 点 < 二 zo 处 有 二 阶 通 近 , 即 

T, G.) = (zo), TG == PG , TG = f'"Gy. 
34 f! (х) 520 时 ,这 样 的 了 .是 存在 且 唯 一 的 . 其 解 为 


1 
т. ыле 
° 2/°3/#(ш,) 


— f(zo) fzo) of DS Сш) 一 28007 GO 
x |+ 2 (2,))°. + 2/7" f (=). |, 


= f(zo) 9 zof "(zo) 十 2f Czo) 


T ,T (z) = 


(2.1.7) 
即 
T, (2) — (С "Gf (za) + 207 GO) M о Gf) 
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— 9x Cf! G420? + 2/7 (za) f (zo) 
— d —f'GQoz zof "(20) + 2f! 0) 


H (2. 1.7) 可 得 
f" (в) = Т”. (=) =. f" G4) 3 Pul = 4 fis) 
FG) FG 2 P Ga) ETRAS 


BI 了 的 Schwarz 导数 在 z= 二 zo 的 值 ( 见 文献 [2. 5 ].[ 2. 24 D. 
或 是 考虑 


ы nl 
TR ++ = рә fL (2.1.8) 


经 直接 验算 可 得 

Solf] izo) = 1, sO] lz) = 0, sz[ 门 (>o) = (fim 
Bl s,[ f 1G Ж f 8 Schwarz 导数 在 «= 的 值 . (2. 1. 5 HT 
成 


CT; ° f) + x) = xz, + z + {/у®о} = + =. 


由 (2.1,8) 可 以 看 出 ,车 工 为 任 一 Möbius 变换 , 则 
SET ° (ш) = 5,70). 

当 ”一 2 时 , 即 为 (2. 1. 6) 式 .上 式 表 明 s, 是 Möbius 变换 下 的 不 变 
A. 因 之 ,定义 5 为 f 的 高 阶 Schwarz 导数 . 当 n 一 2, 即 为 由 
(2.1. 4) 所 定义 的 的 Schwarz 导数 . 关于 f 的 高 阶 Schwarz S: 
数 的 进一步 讨论 可 参阅 文献 [2. 25] 和 [2. 35]. 

从 上 述 的 论述 中 还 可 以 看 出 ;Schwarz 导数 可 以 用 来 衡量 洱 
Ж f(z) 与 Möbius 变换 之 间 的 偏离 . 正如 W. P. Thurston 在 文献 
[2. 36] 中 所 说 的 :“Schwarz 导数 很 像 一 种 曲率 . 在 微分 几何 中 不 
同 的 曲率 都 是 度量 曲线 及 流 形 与 平坦 之 间 的 偏 高 ,而 Schwarz SË 
数 是 度量 一 个 共 形 映照 与 M6bius 变换 之 间 的 偏离 ”. 

实际 上 ,可 以 容易 证 明 : (7) =0 АУ 34 f EE Möbius AE 
É. 

ШЖ f Æ Möbius 变换 ,容易 直接 验证 {f ;z}= 二 0; 反 之 , 若 f 
为 一 个 区 域 Q 上 局 部 单 叶 全 纯 函数 , 则 由 {7;z} 一 0 导出 了 为 
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Möbius% ft. h F (/521—0, 102.1. 0,4 y= P"/P (faz) 0 
即 为 y — Ly. 直接 解 这 个 常 微分 方程 ,就 得 

X 一 £ = "EN 
这 里 了 为 常数 ,再 次 解 这 个 常 微分 方程 , 即 得 了 是 线性 分 式 变换 ， 
这 可 化 为 Möbius 变换 . 

定理 2.1.1 车 f 为 在 域 Q 中 的 局 部 单 叶 全 纯 函 数 , 则 {f;x} 
=0 4  H (O85 f 为 M6bius YH. 

在 上 面 的 讨论 中 ,看 到 了 函数 / 的 Schwarz 导数 与 Móhius 
变换 之 间 的 深刻 联系 . 而 Möbius 变换 群 是 射影 空间 CP 的 自 同 构 
TE. CP 中 最 重要 的 不 变量 就 是 交 比 {cross ratio). 所 以 第 三 种 观点 
是 由 交 比 引入 函数 的 Schwarz 导数 的 . 

E QCC 为 域 ,f(z) 存 QQ 上 局 部 单 叶 全 纯 , 任 取 点 zE€0D,a、B、 
YEC 为 复 常 数 , :EC 为 复 变 数 ,使 得 z 十 oft.z 十 座 E z+ Yt ER 
P. id ws = f (z), w;— ftat) w= f (z+- BO R u = f Gr YD. 
这 四 点 的 交 上 比 为 


(то, — w) (xv, — w) 
[101 5164 tos ш, ] 一 * 


(то, — w) Cw — 40) 
МИРАЖ w, ww wJ 2 Ж w w 及 w, 对 上 进行 展 
FTES 


w а fi P + а EPES +), 

w, 一 w= (a 一 РУ + zt É, "+ ad T - , 
то, 一 w,-— (a 一 [7 + DEA SU Tp + ~) , 
ur capui a + +f" + ну" + ~). 

从 而 即 可 得 到 : 


[wi 5 VU, , tt sw, = [0,8,71 — alf zs ») 


$2.1 历史 回顾 *99* 


«Е ua 


= [0,а,8,2711 — D gue 十 ... }. 


因 之 ,可 以 将 WJ Schwarz 导数 定义 为 交 比 的 无 穷 小 形式 . 这 个 
观点 在 Ahlfors 的 著作 小 中 有 着 十 分 深入 的 讨论 . 

此 外 ,还 可 以 用 几何 的 角度 引入 Schwarz 导数 . 例如 H. F. 
Flander "就 有 如 下 的 讨论 : 

讨论 CP 中 的 点 x, 可 以 看 成 二 维 仿 射 空间 中 的 点 《zi z). 点 
Аж 与 工 看 成 同一 点 ( 若 140). 对 其 中 的 任意 两 点 х= xD, 
у= (> » yi) , 定义 面积 函数 

[х,у] = ziy: 一 жоу. 

对 CP 中 的 标 架 包 含有 两 点 zy Hx y]9 1. Æ s= (GO GO! 
组 成 一 个 标 架 , 即 活 动 标 架 ,这 里 ;EC,x、y 为 :的 全 纯 函 数 ,于 是 
有 


x! = ax + by, у = сх + dy 
为 其 结构 方程 . 这 里 abc d 均 为 * 的 水 数 .对 [xz,y]==1 求 导 , 就 
得 到 [> , y ]-- Ex y 1— 0. 因此 好 得 a 十 4==0. 故 活 动 标 架 的 结构 
方程 为 ; 
z = az + by, у = cz — ау. 
若 DCC 为 域 ,观照 $.D—CP. 现在 要 选择 活动 标 架 GO. 
уб) ,使 得 z(s) 表示 ó(s) , 且 使 结构 方程 尽 可 能 简单 . 
A518 5750 的 情形 :选择 另 一 个 标 架 x) yi 为 
z = Ёа, y= Ву}. 
XE > 为 待定 水 数 . 若 co yi 的 结构 方程 为 
zc адл + byi Ур = С — ax, 
于 是 有 
x! = h'!xz=, + Раух + АБ, у. 
{ЕЕ 81 z =ах -Ру=аһх +h ' y. 2 b — Rb). HF 6250, 8X 
HER A250 , 19 5, — 1. 于 是 可 以 选择 标 架 z.y 使 得 其 结构 方程 
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^ 
2 = ах + y, y = сх — ау. 

再 作 标 架 变换 

хо == mj, y — — ах t y. 
于 是 

z, = z =ах-+ у= у, 

y, y! + laz) = (с Ба? ita) = — Ва, 
3X HB. &— leta Fa! ). 因 此 ,可 以 选择 标 架 ,使 其 结构 方程 为 
x = у, у =— Kz. 


这 样 的 标 架 的 结构 方程 是 最 简单 的 ,此 标 架 称 为 引 的 自然 活动 标 
Ж. (natural moving frame). 
这 里 得 到 的 到 是 一 个 不 变量 , 即 若 moy. 为 男 一 个 自然 活动 
标 架 ,使 得 
z = у, = 
由 于 х„х, HER 6(s) х=Алх\, А520. 因此 
y= x = Ах, + Ày,, 1 = [z,y] = [Ал,А\х, + Ау] = А, 
于 是 A= +1, z==+r, удел Бу, —kzi= у= + y 
一 干 &z 一 一 上 zi- AE k =k, k AAR. 
Ж é 3 026), хз) 33) 为 其 自然 标 架 . 于 是 «= Ах,А5©0. 
经 求 导 得 到 : 
z = Ах + ày; 2" = (А — Ak)x + 24у; 
z” = (rd GA" — Ay. 
于 是 
[z,z!]9 А; (z.z"]—2AA; [5,27 1 ЗАА" — X; 
[2 ,2"1= 2( )#— AA" АА, 
因此 ， [2,2" ]+ 3Ez ,2"]— 6(" )! - 2278 ; 


"m "F 
TA —4Q' Y, [z,z”]+3[z JÁ SEE — 22k. 


这 就 得 到 


$2.1 Hi d: m EK * 101 + 


2 = 6] + E s. е) 
[zz] Š 
取 CP PROB LEE ` 于 是 二 一 (0,z')， 
z"— (0,2), z"-— (0,27), Hk BI 
Ге, ] = z, [z=,z”] = z", [z,z”] = z”, [[z.z"l-—0. 
由 结构 方程 ,[z,z ]— b. B 6920 MUT nz 12260. 于 是 曲率 
公式 成 为 


上 式 右 端 即 为 z 的 Schwarz 导数 . 因此 Schwarz 导数 可 以 看 成 为 
CP 中 曲线 的 曲率 ， 
若 &=0, 则 结构 方程 成 为 
x = y, y = 0. 
因此 ， y=b, х=а+ёѕ, [a,56]— 1. 于 是 映照 z 就 是 (1,2) = 


ACa-- 5s) , 消去 4; 即 得 «=н, 这 里 а= (ai saz) › b= (b, 5,215 


为 常 向 量 . m 338] LP HRS 2—0, BU z 的 Schwarz 导数 为 零 , 则 > 
为 Mabius 恋 换 , 这 也 再 次 证 明了 定理 2. 1.1. 进一步 的 论述 参阅 文 
献 [2. 7]. 

还 有 其 他 很 多 种 观点 导出 Schwarz 导数 ,例如 P. Deligne ^ © 
HHEH CProjective connection) 导 出 Schwarz 导数 等 等 ,不 在 
这 里 一 一 列举 了 . 在 本 章 中 ,将 以 上 介绍 的 几 种 观点 (除去 第 一 种 
观点 ) 作 为 出 发 点 来 定义 高 维 空 负 中 的 映照 的 Scbwarz 导数 . 

下 而 再 孝 述 一 些 单 复 变 数 画 数 的 Schwarz 导数 的 重要 性 质 ， 
以 作为 今后 章节 中 讨论 的 背景 材料 . 

ЖУО БАТЕ, Н.В У ТЕЧ = 的 值 GO, 
则 由 (2.1. 4) 直 接 验 证 ,可 得 

S (z) = S4 (2). (2.1.9) 
因此 ,可 以 用 上 式 定 义 在 如 上 局 部 单 叶 亚 纯 函数 的 Schwarz 导 
数 . 于 是 定理 2.1. 1 对 于 函数 f 是 局 部 单 叶 亚 纯 函数 也 成 立 ， 
Hop fg 次 两 个 局 部 单 叶 亚 纯 函数 E. f ° L4 7E X XL , WJ 
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Sps == S,GDg'* + S, (2.1.10) 
Rx. АЖ{& ЕХ (2.1.4) 直接 验证 即 可 证 明 (2. 1. 10). 由 
(2.1. 100 ИҢ. 
(1) # g 为 Möbius 0%, M) 


S, = Sr(g)g'2; (2.1.11) 
(2) Æ f H Möbius $H, M 
Sy = S, (2.1.12) 


而 (2. 1. 12) 在 前 面 己 经 证 明了 . 
此 外 ,由 (2.1.7? 可 知 : 若 QCC 为 域 ,了 在 玉 上 为 局 部 单 叶 亚 
a EX. E z € Q, md T.€ Móob(C), BI T H 2 Bh] Möbius fif 


中 ， 
T: — Mób(CO). 


Mób(C) TE S {у Ee T Ab fS ER D Ж 
mob(C) = г) ab cd € C.a + d = о). 
而 在 点 T. 处 的 切 空 间 为 T. + mC. 因此 , 若 了 .对 z 求 导 记 作 
DT. W) DT.=T U. FÈ U DH D ВЕ] 2403 mo6(C) 中 , 即 
U,D-- moób(C). 
现在 来 具体 计算 U. 由 (2. 1.7), Т. 中 四 个 元 素 对 = 求 导 后 ,分 
别 得 到 


(ау — 22f paf) = uff буш), 


ЗОР arl) = fS, 
1 рн) = —1 т z 

zl- fp) = > TS, 

1 

2 


以 及 
iG +з} = „= 8, 00), 
Eu 


„103. 
– Гура, deff 
2 ” 2 
(SO 
ага: 
而 上 式 右 端的 方 阵 等 于 二 人 = zl 即 
ТТР tF 
(T.y = srd 
TR 


“se = ТОО, (2.1.13) 
1 =— #547 & 

U. = > SG) | » | c mob(C). (2.1.14) 
UN BRA HET : 4 T€ M6b(C)Bf, U, € тос) 的 具体 表达 
x. 
显然 ,可 以 定义 两 个 亚 纯 函 数 g 及 -如 下 


glz) 


£ 


= T. š 
r(z) 1 
бо) = ЈР, r(z)—f'r 
在 品 中 有 意义 . 因此 ， 


(2.1.15) 
;由 于 f ARRAN, q (z) Ж rG) 
f (z) = g(z)/r(z) 
对 (2.1. 15) 求 导 , 由 (52. 1. 132 , El8 
g (z) _ 
r! (x) 


и) 
由 (2. 1. 14) 81 Ñ -[ ,因此 
Bst 


=) 
r (z) 0 
再 次 求 导 ,由 (2.1.14)? 及 (2. 1. 15), BD 


«o - TH 0] = 
r'(z) 


1 
T. 2 


118,6 ) = 


za Vd 
Вр gr 为 线性 方程 w"- S v =0 的 两 个 线性 元 关 的 解 . BD, im 
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о 上 的 亚 纯 局 部 单 叶 函 数 了 已 给 定 , 则 可 得 ww 十 去 Sro=0 的 两 
个 线性 无 关 的 解 ze 和 za 而 о/о» == f. 有 反之 * 若 асс 为 单 连 通 
Rp A 0 上 的 全 纯 函 数 , 则 可 找到 亚 纯 局 部 单 叶 函数 f, 使 得 
S$/ 二 多 而 了 也 就 是 w" 十 rw 二 0 的 两 个 线性 无 关 的 解 wi 和 ws 的 
商 , 即 а/о = f. 

3E38 2.1.2. 若 NCC 为 单 连通 域 ,p Re 0 EWEA RS, Wil 
Жа EBIIESE SER ERR tE 

Sr = Ф (2.1.16) 

成 立 , 且 除了 相差 一 个 Möbius 变换 外 ,(2.1.16) 的 解 是 唯一 的 . 

证 #у=/"// AAC. 1.16), 102.1. 16) BU Riccati 方程 


У =p. Ф yo 207 /方程 成 为 一 阶 线性 方程 


w" low ex (2.1.17) 


对 于 在 有 中 任 一 点 zo SS SE xo Gu w GU Zi (2. 1. 17) fE zo 
的 一 个 邻 域 有 唯一 的 全 纯 解 ,这 只 要 用 比较 系数 法 即 可 得 到 . 从 这 
个 局 部 解 出 发 ,进行 解析 开拓 ,使 局 部 解 成 为 一 个 整体 解 . 由 于 О 
是 单 连 通 的 , 故 开 拓 不 能 是 多 值 的 . 若 wl 和 ws (2, 1. 17? 的 两 个 
线性 独立 的 解 , 则 由 толто — тото, = 018 || wiw — wiw: c. X Hl c 
为 常数 . 由 于 zz 是 线性 无 关 的 , 故 c> 0. 令 f—w.wi/uW FA 


нр = 2r 
0. HA Р =i, Ж 


s= [F] -aF 


= 2(u/i — ww w'i)/wi-—-— Zw w, 
由 (2. 1.17) ,得 S/ 一 9 . 故 了 就 是 (2. 1. 16) 的 解 . 


若 另 有 一 个 g tE SeSe. 由 (2. 1. 10), 有 
S, = Sp lge" + 5,. 
由 于 Sj 二 54; 故 对 每 一 点 wEg(Q) 有 Sy.e-'《w) = 0. kk B ë zg 
2.1.1, 知 f ° gg 下 为 一 个 Möbius 变换 , 即 了 和 z 相差 一 个 Mobius 


€——— ee 
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ЖЬ. 
如 前 所 述 , Schwarz 导数 可 以 用 来 刻画 亚 纯 函数 与 Möbius 变 
换 的 偏离 . 为 了 刻画 这 种 偏离 ,引入 Schwarz 导数 的 范 数 . 若 吕 为 
C 中 边界 多 于 一 点 的 单 连 通 域 ,f 为 Q E py BS нү А. 定义 
15а = sup (S, Ge) ўа G1 
为 了 的 Schwarz 导数 S, 的 范 数 , 式 中 Yo 为 G B Poincaré 度量 的 


gUE 38 F OS G BR 4 的 共 形 映照, 则 一 7 和 TC 


现在 引入 如 下 定理 : 
定理 2. 1.3/^9»0:250.:29].— 车 了 为 单位 圆 入 上 单 叶 全 纯 函 
数 , 则 
Ils >, (2.1.18) 


等 号 成 立 当 且 仅 当 了 为 Kobe KAREAR. 
证 X fea. 
DES. xz + š 


— 
a ас F E) 

-+ [oc o F tes 
BRA А00) =0, А (0)=1, h # A tO ERA 


ое "ES =- [za - um 4 1] 


h(z)= — T те 


+ Ба ESAD L + ==, 
Д g(z) 在 单位 贺 4 之 外 解析 ,出 面积 原理 (参阅 文献 [2. 10]) 得 
| а IDs do «i; 


HL BI C2. 1. 18). ERES RE MERA g) 9 002" i 
ji(z) 为 K5be 函数 及 其 旋转 , 故 f(z) 也 是 Köhe 函数 及 其 旋转 ， 
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以 下 给 出 :用 Schwarz 导数 刻画 涵 数 成 为 单 叶 的 充分 条 御 . 这 
也 是 Nebari 的 工作 ”1, 这 里 纵 出 两 条 比较 一 般 性 的 定 
ppi 21202.27, 

定理 2. 1. 4(Nehari) 车 p(z) 是 在 (一 1,1) 中 定义 的 正 的 连 
AERA (1—22) 5 GO 在 [0,1) 中 为 单调 递减 涵 数 , 旦 

yl) + р(х) уб) x0 (2.1.19) 
ТЕС 1, D HUBEÉE y 02-0. 若 f GO ERE д POR SE SERES Н. 
A FE up jS Ж. ЕБ 


|$,(&)| < 2202) (2.1. 20? 
Хєл, f # А rR ЫРА FÉ. 
E p (z) = esi 0 у= /1—=*W8 8 (2. 1. 19), Ж 
(2. 1. 20) 成 为 
15,621. < 3. (2.1. 21) 


通 数 Рд | EDU. xy>>0， 在 4 中 不 是 单 叶 函数 ,而 Sr(z) 一 


1—2 
Q+ Q—20 7 AR р) = c eg 在 这 意义 下 是 最 佳 的 
T. 
取 рс) = t M y-—cos 2 满足 (2. 1. 195 ,条 件 (2.1. 200 1, 
为 
|15,2) | < T. (2.1.22) 


Ра) =e, A>r BUE A PRERA, ПТ S,G) — 110,8 


取 pr) — T EROEUTOEREEINT 

定理 2. 1. 5(Nehari) Ф f(z) 是 单位 圆 4 中 的 全 纯 函 数 ， 
FGOdé[0,1) Ef) SE e C. ELE EE RA AR (E: 

1) F(x) 在 [0,1) 上 有 三 阶 连续 导数 , 且 F'Go0; 

2) Е”(0) 220; 
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3) (FG, z} 20, (101—722 Ех), г) Ей. 


X [{fCz) 2} | < (F(|z=|]),|z]Y (z € A) 
成 立 , 则 了 在 A 中 为 单 叶 函 数 . 
7 ds 
m ғо f a Ox uml, 


H| F (2) 满足 定理 2. 1. 5 中 的 条 件 1)、2)、3). IH (F: £) = 


201), qued. 了 在 4 中 为 单 叶 函 教 ， 若 


Is) | GEO I EID, 0 < z < 1. 


取 pr 一 0, 上 式 就 是 (2. 1. 21). 当 取 y= 二 1 时 ,上 式 成 为 


Е 34 < 2 |z]: 
这 是 Pokornyi 5525 RU #1. 
x  ro-[ i esos о<и<1, 


则 Се) EXE. 1.5 中 的 条 件 1)、.2)、3) ,而 这 就 导出 了 了 在 
A 中 为 单 叶 函数 , 若 


2 了 22) 240 + м) 
а еру ta O SASL 


Е А 1.21): а=1, "Hund 


ШЫ карен 


ЕХ FG) —tan la. 就 得 (2, 1. 22). 


B. Schwarz 指出 ,这 两 条 定理 是 相互 等 价 的 全 2， 
所 有 这 些 定理 的 证 明 在 此 从 略 ,请 读者 参阅 有 关 文 献 . 


$2.2 典型 域 上 全 纯 映照 的 Schwarz 导数 


在 于 一 节 中 简单 地 回顾 了 单 复 变 教 函数 的 Schwarz 导数 的 几 
种 不 同 的 观点 与 途径 . 这 些 对 如 何 引 入 高 维 空间 中 的 映照 的 
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Schwarz 导数 是 有 所 启迪 的 ， 

在 $ 2.1 中 介绍 了 第 一 条 途径 , 即 最 早 由 Н. A. Schwarz 引入 
函数 的 Schwarz 导数 的 途径 , 若 想 沿 着 这 条 途径 推广 到 高 维 空 间 
中 , 那 显 然 是 困难 的 . 因而 至 今 似 乎 未 见 到 这 方面 的 工作 ,就 不 足 
AAT. Š 2. 1 中 介绍 的 第 二 种 观点 ,即将 散 数 用 Möbius 变换 作 
— Br 38 Ur. TE ER HI Schwarz 导数 正好 用 来 刻画 函数 与 Möbius 
变换 之 间 的 偏离 . 沿 着 这 种 想法 来 定义 高 维 空 间 的 映照 的 
Schwarz 导数 的 有 KK，Carnec5 以 及 B. Osgood 5 D. 
StoveU- 2 等 学 者 的 优秀 工作 . 他 们 讨论 了 两 个 相同 维 数 的 
Riemann 流 形 之 间 的 共 形 上 映照 ,然后 用 Riemann 流 形 上 的 Mo - 
bius 变换 来 对 此 闪 形 映照 作 二 阶 通 近 . 由 此 定义 了 这 个 共 形 映照 
的 Schwarz 导数 .不 但 如 此 ,他 们 还 用 此 Schwarz 导数 建立 了 相应 
的 谋 入 判别 准则 , 即 一 些 Nehari 定理 . 由 于 这 方 而 的 工作 篇 幅 很 
长 ,本 书 就 不 作 介 绍 了 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 他 们 的 著作 . 在 
$ 2. 5 中 将 按 此 观点 讨论 C"“" 中 域 的 全 纯 上 映照 的 Schwarz 导数 及 
ВЕТ Schwarz 导数 . 

在 §2.1 中 还 介绍 了 引入 函数 的 Schwarz 导数 的 第 三 种 观点 
与 途径 . 这 就 是 Ahlfors 的 “Schwarz 导数 是 交 比 的 无 穷 小 形式 ”. 
在 $ 2.2、 3 2.3 及 § 2.4 中 都 贯穿 着 这 一 思想 . 在 8 2.2 中 定义 并 讨 
论 第 一 类 典型 域 


R, =- 


上 的 全 纯 映 照 的 Schwarz 导数 .在 8 2. 37€ 8 2.4 中 ,应 用 李 群 的 观 
点 ,定义 与 讨论 在 矩阵 空间 CU" Gio & C ri BJ п EB s 
映照 的 Schwarz 导数 . 证 明 Schwarz 导数 在 复 Grassman Ж 
CG(m,n) H EA EB [Pl P3 PE BJ fE H F dB DL AE Bg. 还 证 明 
Schwarz 导 数 在 口上 为 零 当 且 仅 当 全 纯 瞻 照 为 线性 有 理 分 式 映 
H, HX А ВЕЕ О 上 是 双全 纯 的 ,如 果品 为 凸 域 . 在 C" 的 请 
形 , 还 定义 与 讨论 了 大 Schwarz SX. 


Eus t> Xj 


Є Сх", 77 | 


Za t y Zan 


一 一 一 一 一 
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在 本 节 中 ,只 讨论 了 第 一 类 上 典型 域 R. E 4: PU PRG OS 
Schwarz 导数 ,第 二 类 典型 域 Ru 及 第 三 类 典型 域 Rm 上 的 全 纯 映 
照 均 可 类 似 地 讨论 . 不 但 如 此 ,这 些 结果 还 可 望 推广 到 实数 域 或 四 
元 数 体 上 的 典型 域 上 . 

在 本 节 中 讨论 Киң т=п 时 的 情形 ,从 交 比 出 发 ,给 出 Ri 上 全 
В ER BS Schwarz 导数 的 定义 . 并且 证 明 ; 在 Айу 4:46 А А 
的 作用 下 ,这 是 个 相似 不 变量 (定理 2. 2. 1) ,然后 证 明 :Ri 上 全 纯 映 
HR ËJ Schwarz 导数 等 于 零 , 当 且 仅 当 这 个 贾 照 是 有 理 线 性 分 式 〈 定 
理 2. 2. 2 以 及 与 之 等 价 的 定理 2. 2. 3). 为 了 证 明 这 个 定理 ,需要 证 
明 一 些 有 关 的 引 理 ( 引 理 2. 2. 1, 引 理 2. 2. 2 以 及 引 理 2. 2. 3). 最 后 
指出 :可 以 引进 一 个 在 RR 的 全 纯 自 同 构 群 作用 下 的 新 的 相似 不 变 
量 ,而 这 个 相似 不 变量 在 单 复 变 数 函 数论 中 是 不 存在 的 . 

特别 要 指出 的 是 : 引 理 2. 2. 3 是 一 条 极为 重要 的 代数 引 理 ,不 
仅 在 证 明定 理 2. 2. 2 的 过 程 中 应 用 这 条 引 理 是 关键 的 一 步 , 而 且 在 
$ 2. 3 及 8$ 2. 4 中 继续 起 着 关键 的 作用 . 

下 面 来 叙述 及 证 明定 理 2. 2.1. 

已 知 

W = (AZ + BY(CZ + D)? = (А --ZB') O +20) 
(2.2.1) 
为 RI 的 全 纯 自 同 构 群 “号 ,这 里 A. B.C K D 满足 
AA—CC-I, AB=CD, BB— Бр = І, 
AA'—BB=I, АС = BD', CC — DD =— I. | 
(2.2.25 
E 7,02=1,2,3,4) 5 РА, C2. 2.1) 的 映照 下 ,了 映 为 W= 
W (ZA (#=1.2,3,4). 华罗庚 定义 4 点 的 交 比 为 ( 当 m= n, Bp 
AREE Z 5 W 均 为 方 阵 时 》 
[W]= Gy,,W,,W,,W.) 
= (W, — W,) (W, — W.) `! QV, — W.) (W, — W.) '. 
由 于 
W, — W, = (A + Z, B»«Z — Z,) (CZ; + р), 
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(W, — №) = (CZ, + D)(Z, — Z; (A! + Z, B), 
W, — W, = (А' + 2, В) 02, — FDCZ + D), 
以 及 
QV, 一 多 -= (CZ, + DOZ, — ZO + Z, В), 
得 到 
[W] = (A + Z, BP) [Z] +2, BD, (2.2. 3) 
即 交 比 是 在 А.у ЖОН AARE F 0384 ЛЕ Җ. 
Аз ..., A 
* A= |; ^. Юю EC 
Aa ey Аһ 
id A= (Aa s A s A Aa) А, AO, e, AP 为 人 的 2 次 、 
З. --- 次 Kronecker Ж. 
# W =W(Z)= (W; ieina 28 Ri EI s tl НЕ, W — 
W (Z) 在 方向 А dau 


DW — D,W — i W(Z + £A) | 
XE EEC. 显然 


DW= D,W = | A Ww 


zem. pee 
ij 5 


IW. aW. 
Xe, улуы 


Izy’ 
一 次 及 三 次 的 为 向 导数 


DW = DW =° zx) Ww 
u дж 
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(зу 
以 及 pw = pw =| Z] w 


3X Z€ Ri, 取 的 模 充 分 小 ,使 得 Z 十 AEE R. BWAS) 
对 的 展开 ,其 中 任 一 元 素 WERN: 


WA + Аёу= WO) + 之 эне pr acce 


HS :27 а WAD, ые + Р 


ie 9 жд zu 


UD + DW aC + 10507,42) 


x £ + тре + =, 


于 是 
W(Z 十 AD = WOD + Aê + ТА + ле Te, 


这 里 A= DMW (Z) (&—1,2,3,--). 


4 
И, = Wo», W, = W(Z + Аё), 
W,= WZ + 2A£) EW, = W(Z + 3A£), 
于 是 
W, — W,- 2А, — 24, — SAP — =-= 
== 2| I+ A,AT1€ + ZAADU + д, 
W,—W,-—A£— ЗА, — ТА — o 
2 37777 218 77 > 29 ~ 6 3 
--[r* $e m Аё, 
W,—W,——2A,6— 4A,€* 一 184,8 一 vet 
=== ?| I+ 2A, + dicas + =) A£ 
以 及 
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W, =W=- ЗА — TA — SAP — +. 
== 3(1 + SAAT + SALAD + «JA. 


34 £ TEASE EE 
LW = (W. ,W,,W.,,W.) 


= (W, — Wa) (W, — WO OV, — WD W, — W.) 
= $ + А,Аг E + ZAA + | 
3 7 122 TX 
X |I + AMATE + AA + ~) 
х [1 + 2А,АГЕ + BA ape + ~) 
3 x^ 3 ЕН -1 
x [I + ААГ + ААГ 十 | 
= 4 I+ paar 三 SAACAAD)E e. 


(2. 2. 4) 
33—3j ti 3$ W (Z) 的 象 在 RP, S 
X = (AW + B)(CW + D^, 
RẸ A,B,C Ж D ЖЕ (2. 2. 2), FE B (2. 2. 3) ,得 到 
[X] = (А + W BY [W] + W B^. 
# A, (X). A, (W) A X 5 W EDR A BJ Р W Jr [8] F 2 , WJ d 
(2.2. 4), 有 


- s(r4 [1 Е 
[XJ= (1+ (aoan oo 
= LA QDAP ODAQO AP OD E + = 


= (А + W В)! i + (EA ФАГ! on 


- 
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ТА САГ QD A GV AC OP) Jte) cat +W B». 


全 等 上 式 两 端 名 的 系数 ,再 乘 以 T. MA 
ADAT OO — 34,00 AP OO ACD AC OD 
= (A! + W B(A, (WAT W) 
ЗЕ AD AC QV) AV) ALI (W) A + W B». 


也 就 是 在 кї HEEL PHS BERT ERIT « AA T AA ALAS 
是 相似 不 变量 . 于 是 我 们 有 理由 定义 
A,QDAZ QV) — ŽA WAT QD AIO Аг! QV 


= РСР)! — $ DIW (DaW) DWD, W 


(2. 2.5) 
733 W # 2) А ЖЯ Z 的 Schwarz Ф, fF OW Zia SE BR C2. 2. 52 
还 可 表 为 
D, (D.W) (Da, W) 一 teow) (D,W) 13. 


(2.2.9) 
34 — 18], E Ж (2. 2. 5) 5 (2. 2. 50 5 Q2. 2.4) 是 相 一 致 的 . 
更 一 般 地 , 若 令 4 
W, = W(Z), W, = W(Z + aA, 
W, = W(Z + BAD , W, = W(Z + УДФ) 
( 式 中 a,8,7 为 不 相同 的 非 零 常数 ), 风 经 过 宛 长 的 计算 ,可 得 
[W] = Qe, g, |I — let — (W Z), + |, 


当 a=1,8 一 2 及 7 一 3 时 , 即 得 (2. 2. 4). 
由 四 点 交 比 在 R 的 全 纯 自 间 构 群 作用 下 的 相似 不 变性 质 , 从 
ELARA TEM: 
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定理 2.2.1 (W,Z), 是 在 Ri 的 全 纯 自 同 构 群 作用 下 的 相似 
不 变量 . 

在 单 复 变 数 中 ，Sxr(z) 一 0 当 且 仅 当 f 为 有 理 线性 分 式 ,下 面 
将 这 个 结果 推广 到 上 典型 域 上 . 

定理 2.2.2 (1) W=W(2)} R. F BJ 2 5k pk BS , W = 
W(Z):R >C", JyC0) 非 异 , 则 


(W,Z)—0 (2.2.6) 
fr R i BE (W Z); 有 意义 的 点 上 都 成 立 , 当 且 仅 当 
W=W(Z)=W(0)--D;.W(0)I—L(Z)) 1, (2.2.7) 


成 是 

и -W(D-W(OG)--G—LODO)'D,W(OD. | (2.2.8) 
这 里 L(2Z) 为 nXn 方 阵 , 其 每 个 元 素 都 是 Z W ú Ж ну КҖ Ба 
数 ,了 一 工 (Z) 在 R: 中 非 异 , 且 由 (2.2.7)、(2, 2.8) 所 定义 的 W(Z) 
在 Ri 中 为 双全 纯 ， 

(2) Ж W (ZH (2. 2.03€ (2.2. DEX, HI—LOD YER 
中 非 异 , 则 对 所 有 的 ZERRE BS n X» FEAE 

(W;Z), = 0 (2.2. 9) 
在 R 中 除去 一 个 低 维 流 形 外 都 成 立 ， 

(3) УШ CD HUE B3 CW 2); — 0 BT DJ Sp iH (W Z) = 0 对 所 
有 的 AAEE R 中 除去 一 个 低 维 流 形 外 都 成 立 ， 

定理 2. 2. 2 中 的 (2) 可 经 直接 计算 得 证 . 如 (1) 已 证 , 则 (3? 是 显 
然 的 . 要 证 (1) 需 要 以 下 三 条 引 理 . 

5H82.2.1 4 Z 为 复元 素 方 阵 , 其 元 素 均 为 独立 复 变 数 , 则 
detZ 是 不 可 约 的 . 

证 pde 可 约 , 妈 detz =PQ, m Р.О 为 两 个 非常 数 的 多 
项 式 , 将 Z 中 的 元 素 除 去 一 个 以 外 ,其 余 的 全 固定 , 则 dez 是 这 
个 变数 的 线性 函数 ,于 是 P,Q 中 只 有 一 个 多 项 式 含 有 这 个 元 素 . 
由 于 假设 P.Q 为 非常 数 ,于 是 Z 中 每 个 元 素 或 是 在 P 中 ,或 是 在 
ОЧ. 考虑 某 个 元 素 在 已 中 出 现 ,并 考虑 Z 中 此 元 素 出 现 的 一 行 ， 
将 此 行 的 元 素 规 作 变数 ,而 将 Z 中 的 其 他 元 素 视 为 常数 . 将 detz 


— 
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沿 此 行 展 开 , 于 是 此 行 各 个 变数 均 为 一 次 的 常 系数 多 项 式 . 若 将 此 
行 的 元 素 除去 一 个 以 外 ,全 视 为 常数 , 则 detZ 二 0 的 根 依 赖 于 此 行 
的 其 他 元 素 ,于 是 PP 中 包 有 此 行 的 其 他 元 素 . 同 法 可 用 于 列 . 于 是 
P HEA Z 中 的 所 有 的 元 素 , 而 Q 则 没有 Z 中 的 任意 元 素 , 这 与 
包 为 非常 数 的 假设 相 了 矛盾 . 

引 理 2. 2.2 #27 是 元 素 为 复 变数 的 方 阵 ,W 为 Z 的 代数 全 
TA Æ R, 表示 Z 的 第 上 行 , 则 RW 可 为 detZ RR. 

证 显然 RW 为 一 行 向 量 , 第 个 元 素 即 为 detZ. 34 mock 
时 ,第 m 个 元 素 显 然 为 将 Z 中 的 m ITA R, 替代 后 所 得 到 的 方 阵 
的 行列 式 , 这 显然 为 0， 

引 理 2.2.3 E Z=(Z 5 пхп 复 变数 方 阵 , 克 为 其 代数 祭 
子 式 . 若 4 为 一 个 盖 元 素 的 行 向 量 , 每 个 元 素 为 5016, ўт) ВУ 
二 次 齐 次 多 项 式 ,B 为 一 个 元素 的 列 向 量 ,每 个 元 素 为 Z, (1< 
iyj 人 nn) 的 二 次 齐 次 多 项 式 . # AW B 可 被 detZ 除 , 则 或 是 AW 的 
每 个 元 素 可 被 detZ 除 ,或 是 WB 的 每 个 元 素 可 被 detZ 除 . 子 是 存 
在 一 个 以 Z4 (Q0 xu , jn ЕНК 29 2E E 917 T Et 工 ; 使 得 A 
= LZ ,或 是 存在 一 个 以 Z501 委 ij 魏 2) 的 线性 齐 次 式 为 元 素 的 列 
[E 工 , 使 得 8 二 ZL. 

证 若 Z 有 一 个 子 式 (minor) 为 非 零 行列 式 ,必要 的 话 , 可 交 
f Z 的 行列 ,使 这 个 子 式 即 为 (n,n) 于 式 . 这 样 ,W PCan) yeg НП 
为 其 行列 式 , 设 此 行列 式 为 p. 与 不 可 约 多 项 式 detz 相 比 较 , 这 是 
低 阶 的 . 这 只 要 证 明 pAW K WW 即 , 其 元 素 均 可 被 detZ 整除 即 可 
证 明 引 理 2. 2. 3. 

记 Ri 为 一 有 + 一 1 个 元 素 的 行 向 量 ,其 元 素 与 Z i938 k fr 
的 开始 "一 1 个 元 素 是 相 一 致 的 . 考虑 方程 

SaR. ‚= pAn» (2. 2. 10) 


这 里 A. ,为 А 的 开始 一 1 个 元 素 组 成 的 行 向 量 . 由 于 (mn 一 1)X 
R.aa 


IPTE 


(п — 1) Jr ВЕ 的 行列 式 即 为 p, 而 且 不 等 于 零 , 故 由 
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Cramer 法 则 , (2. 2. 10) 有 一 组 多 项 式 解 r k=l, 2, n— 1). 
由 引 理 2. 2. 2, 有 


(24— > үлә, }/ = РАЙ + 每 个 元 素 均 可 被 detZ 除 尽 的 项 . 


(2.2.11) 
另 一 方面 , 取 zx, 即 为 (2. 2.10)? 的 解 , 于 是 上 式 左 端 开 始 ”一 1 个 元 
素 均 为 零 , 第 = 个 元 素 为 一 个 多 项 式 乘 以 p AIE pan. 
对 列 向 量 可 以 进行 同样 的 讨论 ,得 到 相应 的 (8 — 1,2, 7, 
n 一 1) 及 Ь.. 由 引 理 假设 ，pAWBp 可 以 用 detZ 除 尽 ,于 是 有 
(2. 2. 11) 及 相应 于 列 向 量 的 公式 ,得 到 


п—1 »—1 
(pa. == > Zu )p (bp == > 124), (2. 2. 12) 
+=] +1 


可 以 用 dez М. 
首先 假设 不 可 约 多 项 式 detZ 可 以 除 忌 C2. 2.120 mf 


第 一 个 因子 ， 则 如 4 一 > aa Ra F DA BR det Z BR FE, 于 是 


(pa — Бау] 可 以 被 detZ 除 尽 ,由 (2. 2. 1) 3X РАИ 
#=1 


十 可 被 det2 除 尽 的 项 , 故 pAW 可 被 detz 除 尽 .由 于 р У detZ 
无 公共 因子 , 故 AW = adetZ ,这 里 a 为 多 项 式 元 素 的 向 量 ,于 是 A 
=aZ. 由 于 Z 的 每 个 元 素 的 阶 为 1, 而 4 的 每 个 元 素 的 阶 为 2, 克 a 
的 每 个 元 素 只 能 是 Z; Ox, ул) RU KRR, TE a 为 一 行 向量 
工 , 每 个 元 素 为 Zy 的 线性 齐 次 式 , 即 A— LZ. 

同样 可 以 讨论 对 (2. 2. 12) 的 最 后 一 个 因子 ,得 到 B= ZL. 而 
工 为 每 个 元 素 为 Z; 的 线性 齐 次 式 的 列 向 量 . 

有 了 以 上 的 三 条 代数 的 引 理 ,就 可 以 用 来 证 明定 理 2. 2. 20D. 

# ZERA DzW (0) 为 满 秩 ,固定 Z, 对 于 每 个 :E50,11, 有 
zz € Ri, 

QG) = WaZ), 
WZ) = W (0) + D;W (0) + CZ) + €) + C,(Z) + - 


а 


& 


$2.2 典型 域 上 全 纯 映 照 的 Schwarz 导数 + 117: 


这 里 C,(Zy,C,(Z),C.,(Z),--- 389 пхп 方 阵 ,其 每 个 元 素 分 别 为 2 
的 元 素 的 二 次 ,三 次 .四 次 、…: 齐 次 多 项 式 .于 是 


dQ _ ol 
de^ DzW @Z) = s zW GZ) 


= DzW (0) + 2:C,(Z> + 3#C,;(Z) + °° 
及 
dQ 
dż? 
因 之 ,可 以 取 6-0 充分 小 ,使 得 E 在 *E [0,6] 中 是 非 奇 异 的 . + 
是 可 以 在 te [0,e] 中 定义 


d'Q| dQ 
dz? | dt 


= DiW GZ) = „рм GZ) = 9,02) + 6:C,(Z) + +. 


AG) = 


容易 验证 : 


dA 1 1 
d: = 3,4 = (W Z); = gU == 0. 


É GG) :[0,8 ]—C">" 满足 
[$-- ion 


-1 
| = DIW (2Z) (DW GZ), 


dt 2 (2. 2.13) 
G(0) = I. 
这 样 的 G 是 存在 的 (参阅 文献 [2.3]), 且 detG 天 0. H (2. 2.120 ,有 
С 1{4А__ 1 ul. 
se 1в[%А — 1|=о, 


dt 2 
即 $C у, жж. 


de loca = 1 Rd 
d 7-3047—364|. Ао, (2.2.14) 


这 里 A,= А(0). 02. 2. 14) 式 两 端 对 上 从 0 到 + 进行 积分 ,得 到 


Gd — GO) == z^ 


Bp GG) = GO) 一 ZA 
将 上 式 代 入 (2. 2. 14) 就 有 
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1 t 1 
— iU 一 $^]4 一 一 $54» 
即 [ола =, 
нА 的 定义 ,上 式 就 是 
: лао dQ 
1-80) 38 ла 
这 也 可 以 写成 
d ; ,1dQ dQ dQ 
il - $^] |+ TA 99 = л, 4, 
此 即 
dQ1 1, dQ 
i s[1- + z4] zT 22) +A, Ë. (2.2.15) 
在 上 式 两 端 对 上 由 0 到 上 ` 


|2 Е а.) = А00) — lao + $Ë o). 


由 于 Q (0) — W (o A ЖОС (о) = (È 57202, ]. 
二 DzW (0)， 故 上 式 为 
(2 — ZA = Lao — Wc» + D,w o». 
这 也 可 写成 
all- ajaj лоо зло — LAW 
+ Daw со), 


1<а, en 


BI 3 [1 一 $^] q]= D;W (0) — TAM). 
在 上 式 两 端 对 : 从 0 到 z 进行 积分 ,并 注意 到 QQ(0) 二 W(0), 就 有 
(1 E 二 ja | DzW(0) — AW | + W0). 


当 : 取得 充分 小 时 ,可 使 GG) =1—- АЗИ 8, ВТ ц z 充分 小 
时 ， 
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QG) = WOZ) = | T $^] DW) + WC). 
(2.2.16) 
С) s| 1—54) pzW(0) 十 W(0) X$ z ЖЕ t= 04b BEER 


开 , 则 得 到 
WGZ) = WC) +20000) + #C,(Z) + #C,(Z) 
Tac 十 …. (2. 2.17) 


—1 
而 wo + [1 — л) D,W(0) 


2 
= W(0) +2007 (0) + 5 ADW (0) 


d E ADW (О) `Ë Ë ADW CO) ке (2. 2.18) 
Bi (2. 2.16) 式 ,对 (2. 2.17) 及 (2.2.18) 作 比较 ,得 到 
C,(2) = Ар), 


C, = ТАРО), 


Co = АЮУ оо), 


由 于 D;W (0) 非 异 , 故 
С,02)= $A, (DW (ду) IW 09) -1A DaW (0) 


= CZ)OZW(O)-7C4O». (2.2.19) 
记 £—(G age DzW (0). 由 于 Jw(0) 是 非 异 的 ,因而 可 
URH Z; Gi,j 二 1,2,…,n) 为 & 的 元 素 的 线性 齐 次 多 项 式 . ИП 
Z = P) = (pi Ds | 
fp G.jo21,2,-.2033 € HOC IS ZUPEJE EHE. 于 是 
(2. 2.19) 可 以 写 为 
C,CPCD) = C,UGDO£?C,CP(D, 
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4 C,(P(6))= BE), C,CPCGDO = BC, W| B,CD В, CO 2r 9] 
为 二 的 元 素 的 二 次 .三 次 齐 次 多 项 式 . 上 式 成 为 
B) = BEB, е). 
由 引 理 2. 2. 3,8 
B,() = ELS) 或 是 BE) = 1,08), 
这 里 L6(§) 为 的 元 素 的 线性 齐 次 多 项 式 .将 $= 二 DzW(C0) 分 别 代 
入 上 面 两 式 , 就 有 
B, = CQ) = €) = DeW (0)Lo DaW (022, 
或 是 B, = CPD = CZ) = LOS (0))D;W (0). 
i 202) = L,(D,W (0)), И] LOO 的 每 个 元 素 都 是 Z 的 元 素 的 线 
性 齐 次 多 项 式 , 邵 
C2)= D;jW(GDLOD, 
或 是 C,(Z)= LODD;W (0). 
Zi C,(Z)= рМ (0)L(Z),WJFH (2. 2.19), 
C,(Z)= DW (COLOD (DW (0)) !D;,W (0)L(Z) 
= D,W(0)L:(Z), 
同样 ,可 得 
CO) = DzW (OL? (Z), 
将 这 些 结果 代入 (2. 2. 17) ,就 有 
WqGZ) = WO) HDW (0) -H*D4W (0) L(Z)+#'D;,W (0)12‹2) 
+ 'D;,W(0)L2 (Z> 十 … 
= W(0) + DW OU ~ tL(Z))^. (2. 2. 20) 
Zi C,(Z)= L(Z)D;W (0) ,用 同样 办 法 可 得 到 
WUZ) = W(0) 4 207 — L(Z)) DW (0). (2, 2. 21) 
(2.2. 200 & (2. 2. 21) € ;一 0 的 一 个 邻 域 中 成 立 , 将 上 到 为 复 变数 ， 
则 瑟 (2Z) 是 上 在 单位 圆 4= 人 EC:| 引 <1)} 中 的 解析 范 数 . 因 之 ,由 
复 变数 解析 函数 的 唯一 性 定理 ,由 (2. 2. 200 & (2. 2. 21) 所 定义 的 
W GZ) 在 |: |<1 中 都 成 立 . 令 :>1， 就 有 
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W(Z)= W(0) + DWO) — LC) 
或 是 
W(2)= W(0) + O — 202)) DW 0). 


4 DzW (0) 非 蜡 时 成 立 . 

# ZER, Н D;W OER, WE 2 的 附近 的 一 个 小 邻 域 中 
DzW (0) 都 是 非 异 的 . 由 于 多 复 变 数 全 纯 上 映照 的 崔 一 性 定理 , 故 
(2.2.7) (2, 2. 4 Z € RI 时 都 成 立 . 

ЊЕ У) R! 中 全 纯 , 故 1 一 L(2Z) 在 Ri 中 非 异 . 

再 来 证 明 由 (2. 2.7) 及 (2. 2,8) 所 定义 的 WW(2). 当 I 一 L(2Z) 
在 Rt 中 非 异 时 ,是 Ri 中 的 双全 纯 映 照 . 

如 若 不 然 , 则 在 Rt 中 有 两 点 Zi EZ; 818 W (Z,)=W(Z.). X 
考虑 映照 

WZ) = W(0) + DW OU 一 工 (Z)) 
由 于 ROS dS ERO (€ [0,1]8F.(1—:1Z,+:Z; € Ri. 


令 


QOS Раоа WT — LO — HZ, + tZ)! 
— DWO — L(QZ))^! 
= (D4W() + (DW 0) — DW OÐ — LG 
— KL) — LO) — DWO — 2021007, 
A (€ [0,1] f. 显然 ,这 样 定义 的 Q(z) 在 [0,1j 中 有 意义 , 且 
Q(0 = Q(1) = 0. 
于 是 


е (D4W«) 一 Dz W (0) 


+ OX W QD» + 200, WO) — Dz W0))) 
x [I — L(Z,) — (LOO — LOG] LZ) — LO»! 
x [I — L(Z,) — :(L(Z,) — LZ) 
(2. 2. 22) 
以 及 


+122. 323 Schwarz E F EO ЧИ 


2 

TOL ор, исо) — D; Wo) 
+ (DW (0) + t(D, W (0) — D, W (022). 
х [I—L(Z,)—t(L(Z,)—L(Z,))] !CL(Z,)—L(Z,))) 
x [I — L(Z,) — (LZ) — LZA I~! 
X (L(Z,) — 157,))[1— L(Z,) — £L) — LZ) |! 

一 2 ФӘ тш) — L(Z») 

x [I — L(Z,) — t(LO D — L(»]". (2.2.23) 

4 

AG =2(0(L(Z,)y—L(Z,>)[I—L(Z,—t(L(Z,)—L(Z,))]', 
(2.2. 24) 
dAG) 


x [I — L(Z,) — z(L(Z,) — LZ) J 
x (LOO — L(Z DLU — L(Z,) — (D 
— ZÐ]. 

于 是 ,有 


ААС) 1 sy. 
d; 2 AG) = 0. (2. 2. 25) 


zr GG) :€[0,1]—C" 为 初 值 问 题 


dż 2 (2. 2. 26) 


的 解 , 这 里 AOH (2. 2. 24) 所 定义 . 由 于 
(Ос) ZQ dQ dG d'G 
di = 42029 9 ав: 


由 (2. 2. 25) Ж (2. 2. 262,6 
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由 (2. 2. 233.1 (2. 2. 26) B8 


dQ dG 


dQ — dagy Yg 
ded G 一 AG + G 


dz 


十 


于 是 
一 0 (2. 2. 27) 


1E :£€ [0,1] 中 成 立 . 
ЖЕ QG G'Q' 是 半 正 定 Hermitian BE. SUB #, (QG СО O. 


ЊН (2. 2.28) ,有 
їч ФС G Qo-u[ 0966 Q |= Í| $2 46000, 

# £€ [0,1] c. TE (ОС G'Q) 作 为 1 的 函数 在 :€ [0,1] m 
Е Ж. 但 是 已 知 QG СО! =034 2—0R t— SERRE. 
因此 tr(QG G'Q —oxgce [0,1] 上 成 立 . 册 于 QG G'Q' 是 半 正 定 
Hermitian ЕЕ, QG G'Q'—013E ¿€ [0,1].E sf. TE QG= 0 在 
£€ [0,1] Er. 由 于 GOD = 了 7, 故 在 t=0 的 附近 有 一 邻 域 N ,使 
得 G0) 为 非 异 当 :EN 时 .因此 , 当 :EN BE QGO —0. 这 是 不 可 能 
的 . ЭГ JB. 

这 就 证 明了 W(Z)=W(0)+D;W(0)([—L(Z)) E RFE 
双全 纯 的 . 

HAr., iE И (2) = 00) ULC DWO Е 
Кн geo e sk B5. 

这 就 完全 证 明了 定理 2. 2. 2. 

显然 ,在 定理 2. 2.2 中 ,以 CU" 中 的 一 个 凸 域 来 替代 Ri, 则 定 
理 仍然 成 立 . 

由 定理 2. 2. 2, RU] BE H SR LW SZ )z El W # Z 点 对 方向 Z 


的 Schwarz 导数 为 W Xf Z 的 Schwarz 导数 ,而 记 作 {W;2}). 当 nn 
mios z [£2 5) (Лоа) IE WB Schwarz 导数 
3E VÀ z^. 在 $2.5 中 还 将 证 明 ; 由 Thurston 观点 出 发 得 到 的 
Schwarz 导数 也 是 {W ; Z. 
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定理 2. 2. 2 还 可 以 写成 另外 的 形式 . 


讨论 RJ 上 的 全 纯 映 照 : 
W= W(Z) = (A(Z) + BYC(Z) + Р)" 
或 W= W(Z) = (C(Z) + D) (AC) + B), 


XH AOD.B.COD.D€C"",AOCD.CCDBISCX 884 Z 的 元 素 
的 齐 次 线性 式 , 旦 CCZ) 十 万 在 只 中 非 异 ， 
例如 先 讨 论 W—=W(Z)= (C(Z)+ D) !(A(Z)+ B). 对 固定 

ВУ A,02Z A6€ C">" 有 
Р.М (2)= (C2) + D>-'!DACA) — C(AX(C(Z) + D) CACZ) 

TB]. (2. 2. 28) 
DAW (Z)= — 2(C(Z) + DCAC) + Ру! 

x [ACA) — C(A)(C(Z> + Р) '(А(2) + B)] 

—— 2(C(2) + D) ':C(A)D,W(Z) 

以 及 
DIW (2) = 6(C(Z) + D) !C(A)(C(Z> 十 万 )-ICCA)CCCZ) 

+ DLA 一 СХА) (С(2) + D) (AC2 + B2] 

= 6(COD + D) !C(A)|XC(Z) + D) !C(A)D,W (Z). 
因此 ,除去 一 个 低 维 流 形 
N= (Z € Rudet(CACA) — CACI) + D)! 
x (A) + B>) = 0) 
ЦУ, {WZ} = 在 R, Em. 
特别 是 由 (2. 2. 28), 有 

DW (0) = D^(AQCD — COD? B). 

HERFRA 


ко 25) а dob а | 


А С 
就 可 得 到 ае: (00250, 24 Ң (035 det f 5 20. 


IPEX EHER 
W = W(Z) = (А02) + B)(C(Z) + D). 
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固定 4，0 关 4EC”", 可 证 除去 一 个 低 维 流 形 外 ， 
(0:21 = 


| 在 Ri 中 成 立 . Н detDZW (0) 560, 24 НАЯ 34 «| 


于 是 定理 2. 2.2 可 以 重 写 为 如 下 定理 : 
定理 2. 2.3 ”很 设 如 定理 2. 2. 2, 则 
(W ;Z); = 0 
在 RPR (W; Z); 有 意义 的 那些 点 上 )? 当 且 仅 当 
W = W(Z) = (A(Z) + BXC(Z) + D)? (2.2.29) 
或 W —W(OD = (COD + D) '(A(Z) + В). (2.2.30) 
这 里 4(2) .BCIZ) .DEC л) СК) А Нус 
是 Z 的 元 素 的 齐 次 线性 式 , 而 且 C(2Z) 十 DD 在 Ri 上 非 异 ， 


AQ) B x 
det |, zl =0 在 Ri 上 成 立 . 由 (2. 2. 29) 所 定义 的 W(Z) 在 


Ri 上 双全 纯 . 
事实 上 ,也 容易 看 出 (2. 2. 7) 与 (2. 2. 29) 以 及 (2. 2. 8) 与 
(2. 2. 30) 是 相互 等 价 的 ， 
例如 (2. 2. 29) 可 以 写成 
W= W(Z) = (A(Z) + B)(C(Z) + D) 
= BD-! + (A(Z) ~ BD^C(Z)D^G + COD), 
即 相 当 于 (2. 2. 75r, 
W(0)= BD, L(Z) =— C(Z>5, 
D,W()— (A(Z) — BD 'C(Z55D-'. 
而 前 面 已 经 指出 detDzW (0) 2£0 等 价 于 det É MES 
另 一 方面 ,(2.2.7? 可 以 写成 
W= W(Z) = W(0) + DAVODOG — LZ)! 
= [W(0) — WOLZ) + DWO] — 2620), 


即 相 当 于 (2. 2. 29) 中 
ACD D:W (0) — W(0)L(Z), B = W(0), 


A 


B 
2 ple. 
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C(Z)= — LOD, D = I. 


于 是 
Ё | pes — W(0)L(Z> WO) 
det = det 
C D — L(Z) I 
D;W (0) | 
= det š 
—LUOD I 


这 也 相当 于 : det Ё p |0 5 det Daw CO sto JR rf 


fa] FERT LANE Я C2. 2. 80 5 C2. 2. 30) 是 相互 等 价 的 . 

显然 定理 2. 2. 3 中 的 Rt 可 以 用 C"™" 中 的 凸 域 来 替代 ,结论 仍 
然 成 立 . 

在 本 节 一 开始 已 经 证 明 : 在 Ri 土 的 全 纯 上 映照 WC(Z),W : R> 
Ce”, R 的 全 纯 自 同 构 群 作用 下 ,W(2Z) 的 Schwarz 导数 是 相似 
不 变量 . 除了 这 个 相似 不 变量 外 ,还 可 以 构造 出 一 些 新 的 相似 不 变 
Ж. 

# W.R —C"x" ВАЕН, Н W 的 值 域 在 Ri 中 , 令 

X = (AW + B)XCW + D^, 

ŽE A,B,C,D ЖЮ (2. 2.2). 4; A, =€ С", UU 

D,X — (А + W B')'(D,W)(CW + D)! , 

DX= (А + W B') 1(D,W)(CW + рә). 
假设 (DX)-! 与 (DW)-! 是 存在 的 , 今 

[EX,Z]h.. = (DaX) (D, X), [W;Z ],,, = (DW DWS. 
于 是 
[X.Z]i. = СА' + W B')"[W;Z],. CA' — W В'). 

因 之 ，[W;Z1] 是 在 Ri 的 全 纯 自 同 构 群 作用 下 的 相似 不 变量 . 这 
个 相似 不 变量 在 单 复 变 数 函 数 中 是 不 出 现 的 . 


82.3 矩阵 空间 上 全 纯 映 照 的 Schwarz 导数 


在 上 一 节 讨论 了 Rt! 的 情形 ,在 这 一 节 中 要 讨论 当 msn BJ Xx 
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阵 空间 C"** 中 的 域 上 全 纯 映照 的 Schwarz 导数 . 当 mn 时 的 情 
形 当 然 要 比 т=п 时 的 情形 困难 得 多 . 为 此 要 从 李 群 的 观点 重新 
加 以 考虑 :如 何在 C"(n 之 2) 上 建立 起 四 点 的 交 比 ,使 得 这 样 定义 
欧 四 点 交 比 在 全 纯 自 同 构 群 作用 下 具有 相似 不 变性 质 , 并 可 由 此 
来 定义 Schwarz 导数 . 

将 С" 中 的 点 看 作 列 向 量 . C" 上 的 一 般 复线 性 群 GLO, COP 
的 元 素 从 左 端 作 用 于 C". 设 G 是 GL(n,C) 的 一 个 复 子 李 群 ,对 每 
^ X€C.,GOOXm G EC 中 过 点 的 轨道 ,这 就 把 C* 分解 为 
ER ЖШН Ж BJ ЖОКПУ. Ж X ЯС 中 关于 GG 的 一 个 正则 点 ,车 
GOO-5 G 微分 同 耳 ,这 时 还 称 G( 叉 ) 为 正则 轨道 ;否则 , 称 叉 为 夺 
FAGRA 4 T ELE. С" 中 关于 G 的 正则 点 的 全 体 组 成 的 集合 
ЕС"). 

3EX2.3.1 若 G 为 GL(n,;C) 的 一 个 复 子 李 群 ,C"(G) 为 C* 
中 关于 GG 的 正则 点 的 全 体 组 成 的 集合 , 且 COA C" 中 的 稠密 开 
Ж.С" 中 的 任意 四 点 znz A 

1) XPzoO—2,60,)2—(0,35,(2,32, 0422 2 4) Р — T IE. 
则 轨道 CCX), 则 称 四 点 zzi zz HEAR Im zs z, ETE 
的 . жіп z; —z;7— AÀ,,X , A,,€ G , ШЕН ZisX25Z5 ‚<=, ZZ Ek, E X, 

[2 iZ zs z J = Au An AL Au. (2.3.1) 
显然 交 比 的 定义 (2, 3. DES X 的 选取 无 关 的 . 

2) Ят —=„(,})=(1,3),(2,3),(1,4),(2,4)}4-ЕЮИГ1 ЖЯ 
个 以 上 的 不 同 的 正则 轨道 , 则 称 四 点 ZisZi»Za sz HIZ tE Lz #223233 
z IPFE. 

当 n= 二 1 时 ,定义 2. 3. 1 就 是 通常 的 交 比 . 因为 只 要 取 G= 
GL(1,C) ,显然 C(O) 为 忆 C 中 的 稠密 开 集 .而 对 CCn 实 2) 来 说 ，G 
可 以 有 多 种 选择 ,和 旦 正则 轨道 也 可 以 不 止 一 种 ， 

定义 2. 3.1 可 在 下 述 意 义 下 完备 化 : 若 G 为 G 在 gl n, CO P S 
HE, ERCO. 3. 1) 中 Au Au ЄС. ЖС ЕЗ Н, 
Yt An .ASURCPXX T SR B. H + C'T (OO XE C" 中 稠密 ,这 样 C" 中 任 
意 四 点 的 交 比 或 存在 且 由 (2. 3. 1) 纵 出 ,或 不 存在 就 可 完全 确定 ， 
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另 一 方面 ,车 有 一 个 正则 轨道 G(X)=C"(G) 是 C" 中 稠密 开 
集 , 则 定义 2. 3. 1 中 的 2) 就 不 会 出 现 ,例如 32.2 中 定义 的 四 点 交 比 
就 是 这 样 . 

有 了 定义 2. 3. 1, 就 可 议定 义 四 点 交 比 的 无 穷 小 形式 , 即 
Schwarz 导数 ， 

定义 2.3.2 # W-—-W(GDi:üCcCC 为 域 吕 上 的 全 纯 映 
上 照 ,ZEQQ.W Œ 2 点 的 Jacobian Jy (2Z) 非 异 . 取 0 关 A4EC", 使 得 
DW (Z) G 的 正则 点 ,车 e 汪 0, 置 

l= (Z + uÀ|u € С, |44 < e}, 
这 里 上 * GR E] CS С E. ИП JE fE e 0, ВАВ г БЕЕН У 
BU Z G —1,2,3,4) Н ХЕ 2. 3. 1 所 定义 的 四 点 的 交 比 
[W(Z.),W(Z,),W(Z,),W(Z,)]35 fE TE, SE FF. W 3E Z 点 沿 4 方 
向 的 Schwarz F% (W ; Z), ТЕТЕ, НААЖ БИ ТШ 5938 СЕ 
必然 存在 ) : 


(W,Z),—lim 


60,2 8,731, WO W CZ) WZ) WOO). 
t'a(8 —Y)[0.«, 8, Y] 


(2. 3. 2) 
如 果 这 样 的 >>0 不 存在 , 则 称 W 在 Z 点 沿 4 方 向 的 Schwarz 导数 
(W Z), 不 存在 .对 Jw DARA Z, 或 .jw(Z) 非 异 ,但 DW (Z) 
EG 的 奇异 点 的 方向 А, £ Schwarz 导数 存在 与 否 ,我 们 均 不 加 以 
定义 .在 (2. 3. 278,2, —2, Z4 — Z-o- atà,Z,— Z- Br, Z,—Z4- Yt, 
[0,a, 8, Y ]d& VU RE Я Я KO, a, 8,7 的 四 点 的 交 比 . 容易 验证 ; 
(WZ), 5 a, B,Y 的 选取 无 关 . 

FIE, AAE 2,60, IHE ZEO, ZAZ WIW; Z)-z% 
W # Z 点 关于 Zo 点 的 Schwarz 导数 . 40E 0, Н. Zoo 一 0 时 , 记 
(W Z); 为 {W;Z}, 并 称 之 为 WW 在 Z IK ËJ Schwarz Ф. 

对 于 每 个 n 实 2, 均 存在 若干 个 GCG(Cn,C) ,使 得 定义 2. 3. 1 和 
定义 2. 3. 2 成 立 . ELE (W ;2Z); 存在 , 则 可 用 W 在 4 方向 的 方向 导 
数 DW (2Z) (G—1,2, DRR L. ЇЙ, Ж m Fas boss dens, 
Ls; (j2UL,2.,7,08 EE Ey 
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G= GL,,C) @ Z, @ GLG,,C) 
QI, O @ GLG,,C) QL, 
Вр пу. S {П1Җр 9x EBD ITE a С" 上 定义 四 点 交 比 与 
Schwarz 导数 来 具体 说 明之 ， 

ЖЕЕ C Gn, ВЖ СТАНЫ Е С", WC GL OPRA 
FER GSGLm OQIL, TEE C” 与 C" nlE—BSI8HS F ,G 在 
C" РЕНЕА Ў GL (m CO TE НЕ С" E, BI ZEE C CUm X m 
方 阵 . 

Ж Zis Zas Za, Z, € O, HIX PI НЗ Ix, (2, 3. 12 # ТЕ, WI 
(2.3. 1) 就 是 ; 

[25,252,424 = (Z, — 7,)(7, — ZO Z, — Z) (Z — ZO, 

(2.3.3) 
这 里 Z-!=Z' (ZZ!) ЄС" "ВОГ o. 也 就 是 说 ,车 四 点 Zi. 
Z,. Z; .2 的 交 比 存在 , 则 可 以 用 广义 道 来 定义 这 四 点 的 交 比 如 
(2. 3. 3). 

当然 ,四 点 Z,.Z,.Z,.Z liit kg 3:2. 3. 1, 其 交 比 不 存在 ,但 
(2. 3. 3) 的 在 端 仍 有 意义 , 然而 这 不 能 用 来 作为 四 点 Z, .Z,.Z,.Z, 
的 交 比 的 定义 .这 是 因为 下 面 的 定理 (定理 2. 3, 1) 将 证 明 : 由 定义 
2. 3. 1 所 定义 的 四 点 的 交 比 存在 或 不 存在 ,是 在 第 一 类 典型 域 
RE” 的 紧 对 偶 空 间 复 Grassman 流 形 СС Gn 02853 $: 58 E] T8] 38 BE 
作用 下 的 不 变性 质 . 自 当 交 比 存 在 时 ,这 是 在 全 纯 自 间 构 群 作 用 下 
的 相似 不 变量 . 而 如 果 用 (2. 3. 3) 作 为 四 点 交 比 的 定义 ,; 风 这 个 结 
果 不 成 立 . 所 以 不 能 用 (2. 3. 3) 作 为 四 点 交 比 的 一 般 定 义 ( 只 有 当 
m= 时 才 可 以 ). 

现在 叙述 并 证 明定 理 2. 3.1. 

定理 2.3.1 Ж С" On xn PURIS G—GLOx,,CYGIL., 
如 这 四 点 按 定义 2. 3. 1 所 定义 的 四 点 交 比 存在 , 苑 在 CI it #8 ДУ 
的 四 点 的 交 比 存在 , 则 在 复 Grassman 流 形 CG (m 22634 £t EB IR 
构 上 映照 下 得 到 的 四 个 象 点 的 交 比 也 是 存在 的 , 且 与 原 交 比 相 似 , 即 
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四 点 交 比 车 存在 , 则 在 СС От 52 的 全 纯 自 辣 构 群 作 用 下 是 相似 不 
"EB. 

反之 , 若 这 四 点 的 交 比 不 存在 , 则 在 CG 《m,n) 的 全 纯 自 同 构 
映照 下 得 到 的 四 个 象 点 的 交 比 也 是 不 存在 的 . 

即 四 点 的 交 比 存在 或 不 存在 是 在 СС Ол n) 的 全 纯 自 同 构 群 
作用 下 的 不 变性 质 . 

证 CGOn 7D HT bl 38 TE C"“" 添 加 无 穷 远 点 而 得 到 的 紧 复 流 
形 , 它 的 任 一 全 纯 自 闻 构 在 C"“" 中 可 表示 为 下 式 ， 

W(Z) = (AZ + BX(CZ + DY^, (2. 3. 4) 

ЖФ Aec, BEC, CEC, p€ C", ZEC", WEC™" 


A B 
Gn&n).H «| 


=1. 
e H 


当然 ,(2. 3. 4) 还 可 以 表示 为 如 下 等 价 的 形式 ; 
W(Z> = (ZC, + D)? (A. + B, 
这 里 AEC, B EC, CEC, D ЄС". ARER A,B, 
C,R DR FX: 


ien A É »|- 0 一 了 
即 可 . 由 于 det » : | 二 1, 有 唯一 的 A1、B1.C1.D, 满 足 上 述 关系 


A 反之 亦 真 . 
现在 用 (2. 3. 4) 来 证 明 本 定理 . 


Ф detD> 0, ДЇН 
A P) L 0 b o) prone BD^ 
É Dllo p-jl-—C rJ 0 I, J 


即 得 derCA— BD C) —detD"!. 
车 detD 二 0, 则 可 找到 Z, € €". (648 det (CZ +D) 560, P 
一 CZ, 十 万 , 且 所 有 使 det P> 085 Zo 所 成 的 集 是 C Ча BJ ЭЕ 
ЖЭ. 
B= AZ, + Bo, Z = š + Zos 
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WA (AZ + В) (С2 + D)? = CAE + Èc + D)", 


H A B ph AZ, -+ В и А | I "i 
IC P C CZ, + D C DjiO T, 
因此 
A B 
det EX = 1. 
C D 


再 记 Z,=6 +Z, G—1,2,3.4) , WA 
[2\,27,,7,,7,‚] = [65.5.8]. 
因此 ,只 需 在 detD 天 0 的 前 提 下 证 明 本 定理 . 
显然 

(AZ + BY(CZ + D)?! — BD?! 

= (А7 + BY)(D^'CZ + Ly D^ — BD^! 

= [AZ + B — B(D-1CZ + IL.y)J(D-:CZ + Iy iD" 

= (A — BD-:C)Z(D”!CZ + I'D! (2.3. 5) 
pi 

Z(D-tCZ +I) = (ZD-:C-+ I 5 Z (2.3.6) 
成 立 . 记 W,—W(QOZO G =1,2,3,4), Н (2. 3. 4), (2. 3. 50 及 
(2. 3. 6) 得 到 
W, — W,= (W; — BD’) — (W, — BD!) 

= (А — BD-:C)(Z,D-:C + 1,)-:2,р-! 
— (A — BD^C)2,0D^ CZ, + I, iD 
CA — BD^CY(,D7C + I, EZD CZ, + F) 
— (@,D-'C + In) Z; (DCZ, + Iy ID 

= (A — BD-1C)(Z,D-!'C + 1,2, — Z,y(D-:CZ, 

+I) D 

= P,(Z, — Z;)Q,, (2. 3. 7) 
XE P,= (A— BD 1CX(Z,D”'C+I,) 7, Q= (CZAD), P: 及 
Q; 是 存在 的 ,否则 ,对 Z 作 平 移 即 可 ,而 平移 使 交 比 不 变 . 24 та 
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Bb. ЖЖ ЕЕН Ж ЖОЕ ШЕН. ЕН (2. 3. 7), 有 
СУ, И, „У, И, = PCZ — Z,)Q,(P,(Z, — ZR). 
X Р,(2, 一 ZPP (2, —Z0Q) ! 
= Р.[2,,2,,2з,2.]Р;'. (2.3. 8) 
3b mn 时 , 且 四 点 21,2;、2Z3、24 的 交 比 存在 ， 即 存在 正则 点 
和 EC 使 
Zi—Z,— АХ, A; € G, (12,7)= (0,33. (2,3), (1, 40, (2,4). 
iB (2, 3. DRA i 
W, — W; = P,A;XQ;, G,D = (1,3), (2,3). (1,4), (2,4). 
由 于 P.A; € G, й W, — Ws 与 W;—W; 属于 局 一 正则 轨道 ， 
W,—W, 5 W,—W, 也 属于 同一 正则 轨道 . 因此 只 要 证 明 ХО, Уу 
XQ, 属于 司 一 正则 轨道 ， 就 可 证 明 交 比 [W， WW; WA] 存在 . 
由 于 
XQ, 一 XQ, — X(CZ, + D)! — X(CZ, + D)! 
= XQOCZ,-D)"[CZ,--D—CZ,—D(«GCZ,3- D)^ 
= XQC (Z, — 2,)©, 
= XQC (A — A,OXQ,. 


因此 
XQ, = [十 XQ:CC4 一 4]XQ € СОХО, 
Bp XQ, XQ, 属于 同一 正则 轨道 . 因此 车 四 点 Z, Za Zs, Z 的 交 
ШЕ, МУ, И, М, W 的 交 比 也 存在 . 
此 外 ,由 (2. 3. 38 (2. 3. D ,可 得 
(WA, ,W,,W,,W,j]— (W, 一 Wi) QW, — W^! QV, — W.) 
x QW, — W^! 
= P Aa XQ (P An XQ Y [PAn XQ 
X (P Ana XQ Y J 
X P,A4,XQ,(G, Au XQ, Y 
X [P Au XQ P Au XQ |! 
= P. Aa (XQ,Q',X') A's, P',Q(QP',57 
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X CAS) AQA AR Pr: 
X Р.А„ (XU KX YA POP) 71 CAS, 7! 
X XOX YAW PI 
= P, ArAnA AR PI 
= Р,[2,,2,,2,,2.]Рг'. (2. 3. 9) 
(2. 3. 8) 53 (2. 3. DERT : 当 msn BE. Zi ZZ. Z BS P ЖШ 
存在 , 则 在 (2. 3. 4) 的 变换 下 得 到 的 四 点 W,.W,.W,.W 5928 Bis 
是 存在 的 , 且 有 关系 式 (2. 3. 8) RE C2. 3. 9), 即 这 两 个 交 比 是 相似 
的 , 即 交 比 在 (2. 3. 4) 的 变换 下 是 相似 不 变量 . 
反之 ,车 Z1、Z:、Zs、24 四 点 的 交 比 不 存在 ,现在 来 证 明 : 在 
(2. 3. 4) 映照 下 ,其 象 W, W W W. 的 四 点 的 交 比 也 是 不 存在 
的 ， 
由 (2. 3. DA A Z-Z 5 2Z: 一 Z: 不 属于 同一 正则 孝道 , 则 
W, 一 WW 与 Ws 一 Ws 也 不 属于 同一 正则 轨道 . HR, E Zi 一 24 与 
Z,—Z, 不 属 于 同一 正则 轨道 , 则 Wi —W.5W.—W, t )8 + I 
一 正则 轨道 . AE RREZ Z 5 Za 一 Za 属于 同一 正则 轨道 ， 
且 2,—2, 与 Z:— Z, 属于 同一 正则 轨道 ,而 21—27; 5 Z,—Z. 不 属 
于 同一 正则 轨道 . 此 时 ,就 有 
Z, — Z,= AX, Z, — Z, = АХ, 
Z, — Z= AuY, Z, ~ Z, = AnY, 
iki XAY HEMA, E Х.У 不 属于 同一 正则 轨道 . 由 (2. 3. 7), 
就 有 3i 
W, — W,= P,QAuXQ;, И, — W, = Р,А„Х©), 
W, — W,= P,AQYQ,, W, — W, = P An YQ.. 
于 是 只 需 证 明 ХО, 5 YQ, 不 属于 同一 正则 轨道 即 可 . 
显然 ，Qi '— Q, '=CZ,+D—(CZ,+D)=C(Z,—Z), 
因此 Qi :一 Qi CC, —Z0 ,这 导出 
YQQ;'— YU, + Q,C(Z, — Z,)) 
= Y + Y@,.C[Z, — Z, — (Z, — Z,;)] 
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= Y + YQ,C(A,.Y — А.Х) 
= I, + YQCA DY — (GQCA&DX..— (2.3.10 

E YQ, 5 XQ, I T lal — Е ЈН, W| Xe dE a € GL (m , C) ,使 得 
aYQ,= ХО,, BleYQQ; =X. $ а (2. 3.10) 的 两 端 ,就 得 

X = a(1, + YQCA DY — a(YQ,CA,.) X, 
RI Ч. + aYQUCA,0X = aln + YQLCA,Y. 
这 说 明生 .了 CT i] — E 19138, FAFA Z ,ШЖ Х,У JC 
АЕА Ей, XQ: 和 YQ, 也 属于 不 同 的 正则 轨道 . TEW, 
Ws Ws、W 四 点 的 交 比 不 存在 . Bl ZE (2. 3. 4) 的 映照 下 ,四 点 交 比 
存在 或 不 存在 是 不 会 改变 的 . 

这 就 证 明了 定理 2. 3. 1. 

由 定理 2. 3. 1 及 定义 2. 3.2, 可 得 如 下 定理 : 

定理 2,3.2 4X W (2) ОСС" С" Q Effe fp 
H, R# ZER, AEC, W 1E Z 点 沿 4 方 向 的 Schwarz 导 
St (WZ), fe TE, WI W Z), Æ CGCOn 00 的 全 纯 自 同 构 群 作用 下 
的 相似 不 变量 . 

显然 ,定理 2. 3.1 及 定理 2. 3. 2 推广 了 8 2. 2 中 相应 的 结果 ( 定 
理 2. 2. D ,不 仅 从 т=п ЕГ 9) msn, BE Ri 的 全 纯 自 同 构 群 推 
广 到 CG (m,n) 的 全 纯 自 同 构 群 . 这 样 , 当 m —n — 18], E 82. 3.1 
及 定理 2. 3. 2 就 与 单 复 变 数 函 数 的 古典 结果 完全 吻合 了 . 

再 来 考察 定义 2, 3. 2 在 C" E. 

# W-—WODiQCCU7--C""3;0 上 的 全 纯 上 映照, 由 G= 
СІ(т,.С)1,, ЖЕ V. 2. 3. 2 所 定义 的 Schwarz 方向 导数 是 
(W Zh. x 

(W: Z} = DIW(Z)(D,W(Z))`! 


= ZDW DW ZD, (2.3.11) 


Ji, Ab EE GS 33S D XB eng Г 5208. FER: 
1) 在 Jv. CO FRH (D,W (Z2) FER AXI (Z , 的 集合 
Е, {WZ} 存在 ; 且 关 于 ZA 全 纯 ， 
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2) Ж т=п, M Jy(Z) EREA DWZ) 非 异 时 ， 
(7,2), = (W ;Z)2. (2.3.12) 
因此 当 т=п 时 ,定义 2. 3. 2 所 定义 的 Schwarz 导数 与 (2, 2. 5) 是 
相 一 致 的 . 
3) E mnl (W;Z), W; Zh 是 不 相同 的 . (Wh 是 在 
Я Grassman 流 形 CG lm,n) 的 全 纯 自 同 构 群 作 用 下 的 相似 不 变 
Е. IB (W ; Z) 在 CGCm,n) 的 全 纯 自 同 构 群 作用 下 不 是 相似 不 变 
的 . d; Schwarz 导数 {W;Z) 存在 , 且 DWD 存在 时 , 必 有 
QW;Zi-— (WZ). 
1) 是 显然 成 立 的 ,现在 来 验证 2 和 3)， 
AFW 在 吕 中 全 纯 , 取 |t 引 充分 小 € C, R| И XE Z 
点 展开 成 为 上 的 震级 数 ， 


W (Z + Л) = W (Z) + «В, + TE B, pt EB, +e, 


这 里 B,=D.W(Z)> (#=1,2,3,- абв 
方向 导数 . 
于 是 


W, — W,= — в В, + là, + lg, 十 | К 
W, — W,= (a A| B+ 23 y, EE Pag Lus], 


W, — W,= ба B+ DT, EET 


PB] E 
W,—W,-— "| В, + TB, + +P B, + J 


(2, 3. 13) 
由 此 可 得 


(OV, ИР СИ, — W, =— #(а— Defin + P ввг 


+ GE PD gg, (В.В) + Su ET B By 


+ 136 ° 5&R 24 Schwaz FARRA 
+ EG BB BB)! 


2 
十 ESPERE gg (B1B' )-! + ВВ, : 
(WW, — WO QV, — W) = (2 — 8) t7, B, y”! 


x (1. — =+#,(в,вг: + B.B, (В,В, ~!) 


2 
== | UE É) ÜB,B, CB, Ву у5 == сав тв “р 二 P aqp, Bo. 


i 
+ В,В, GB, у) + [2322 2‹В,Вгі + В.В, (B.B) ) 1)? 


pai 


(W, — W.) (W, — Wy = — Y(a — уе (т. + “+ ? B,B; 


та JB, (3,8, )7 + TE Dep B, (BB у! 
2 i 2 2 
„=+47 + 2 2 toni + PBB, (B.B, “t + DL 
以 及 
(Wi, e Ми.) СИ, DE т! T x Yu 2 (B B 2 


2 
x (1. — Zeasne + В,В, (B.B. – Вв, os soc 
2 
— а(В,Вг' + В,В, (В,В, 7) 


+ В,Вг\ BB, (BB, у!) es). 


但 是 
[W.,W,,W, "Wj= Arn АА! 
= (QW, 一 WD (W: — W)! 
x (W, — WW, — W. `. 
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将 前 面 四 个 式 子 代入 到 上 式 中 ,经 过 复杂 计算 ,就 得 到 
[WW W; W, J= Lora, gr 1. zx xg Э(в,вг' 


«(7 — a — B) 


- id. е $ : 


x B,GO 一 Bp BB (В.В, ) 72 十 ~.) 

(2.3.14) 

HFW WWW 的 四 点 交 比 存在 ,因此 

W, — W,— AsAu АХ = АА (V, — W.) 
== AQ, — WD, (2.3.15) 

这 里 ASAs ARSA G, Z, A) €C"*7,24 det (DAW(ZXD,WZ))') 

A0 RT, A 在 :=0 的 附近 是 :的 全 纯 函 数 ,将 4 在 :一 0 处 附近 展 

ЛЕЙ. 

AG,Z,A) = A,(Z,A) + tA CZ, A) + #A,(Z ,A) 十 …。 

(2.3.16) 

将 (2. 3. 13) ,(2. 3.16) 代 入 (2. 3.15) ,就 有 


2 2 
(а 一 By B, $ LÀ, 十 SEE Rp, + | 
= CA, + zÀ, + A, +.) С BD 
x [B + Бев, + TEB, + |, 


比较 两 边 上 的 系数 ,就 有 
(a 一 BB, = ВА,В,, 
о? 一 Bg m 1 
“EB, = Ав, + вав, | C 9, 


于 是 就 有 B,=CB,, X H C=C(Z,A)€ C>*”, Bl 
DAW(Z) = C(Z ,A)D,W (2) (2.3.17) 


REL. 由 (2. 3. 17), 即 可 得 到 
В, = 五 'B,)B, (BB y'- CB,B, C (B.B; y^ 
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— CB,B,'B,B, C'(B,B,) = o, 
将 上 式 代 入 (2. 3. 14) ,就 有 


[W^ Wa Ws WJ= Das r1. - «2 Dus 


- Š ggo) + -| 


由 此 立即 看 出 ,由 定义 2. 3.2 中 所 定义 的 Schwarz 导数 如 果 存 在 ， 
就 是 (2. 3.11). 

因此 只 有 在 (2. 3.2》) 有 意义 的 情况 下 (2. 3.11) 才 与 (2. 3.2) 相 
互 等 价 . 即 也 可 用 (2. 3. 11) 作 为 Schwarz 导数 的 定义 . 

现在 可 以 来 证 明 如 下 定理 : 

定理 2.3.3 Ж 002). ОСС" v0 33 0 ЕФЕ 
映照 ,ZoEQ, W 在 Zo 的 Jacohian Ju (Z,) ЗЕ, Bt] (W; Z)z-z,=0 
E D ЛЕТЕ X Ей р ЖЇН: 

1) 34 m= n 时 , 则 

WD = W(Z.) + Q — LZ) — LG)? D; ; W (Zo), 
或 W (Z) = WZ.) 十 Dz_zW (Z) U — L(Z,) — LG), 

2) 34 m«n 时 , 则 

WZ) = W(Z,) + O — L(Z,) — L(Z)) Dz ; W (Z), 
Ж (2) 0 m X m 方 阵 , 每 个 元 素 都 是 Z ШЧ] Su 3 КЭК E 
项 式 , I— L(Z,)—L(Z) ЖЕ Q PIER. 

如 同 在 $ 2. 2 中 那样 ,可 以 证 明 , 这 些 W(Z) 在 虽 中 为 双全 线 . 

如 同 在 $ 2. ?中 那样 ,1) 和 2) 的 映照 还 可 写成 : 


1) 34 т=п 时 , 则 
(2) = (C(Z) + D> CKACD + B), 
或 WD = (A(Z) + B5(C(Z) + D> 5 


2) 34 m— Bj, HE W (Z) = (C(Z)+ D) ! (X A(Z)+ B), X Hl 
CZ) DEC”, ACZ), BEC™®™", ACON C(Z)ËJ GS 7 的 
元 素 的 一 次 齐 次 多 项 式 ，C(Z) 十 忆 在 呈 PR, А Jw ZO ER. 
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定理 2. 3. 3r B] 10 820 Br H BJ BR НЕ Ж, 341 — m n 时 ,就 是 
CGO ,:0 — CP" 的 全 纯 自 同 构 群 ,这 将 在 下 一 节 中 进一步 讨论 . 而 
当 2 委 mm< 和 oz 时 ,由 1) 或 2) 所 给 出 的 映照 类 中 的 一 个 真子 类 就 是 复 
Grassman Ж CGCm 2 的 全 纯 自 同 构 群 . 如 果 对 由 1) 或 2) 所 给 
出 的 映照 类 加 上 适当 的 条 件 ,例如 某 种 交 比 的 条 件 , 就 可 证 明 , 这 
样 的 映照 就 是 复 Grassman 流 形 CGGn ,n) 的 全 纯 自 同 构 群 . 

故 当 1 二 mw 二 nt 时 ,Schwarz 导数 完全 刻画 了 CG(1,n)= 二 CP"，; 
而 当 «та Bi, Schwarz 导数 在 本 质 上 也 刻画 了 CG Gm,n). 
而 上 述 的 差异 又 反映 了 秩 为 1 的 Hermitian 对 称 空 间 与 秋之 2 的 
Hermitian 对 称 空间 的 几何 函 数论 中 问题 的 差异 . 

为 了 证 明 上 述 定 理 , 需 要 以 下 两 条 引 理 : 

引 理 2.3.1 若 VEC" Xx",m<<n, 则 

1) 当 m=], n=2 时 ， detVV' ЖУ 的 元 素 的 两 个 线性 无 关 
的 一 次 齐 次 多 项 式 的 积 ; 

2) 对 其 余 的 mm<<mz，detYY' 不 可 约 . 

证 设 detVV' 可 约 ， WA 

detVV' = L,(VOL,OD, (2. 3. 18) 
这 里 L, (V) Jt V ИА IX ЖҮК Жїл, L, V ) R: V 的 元 素 的 
2т—Ё}К YK E DUAL L1 e 2m. 

车 8 为 nXn 对 角 线 方 阵 , 在 对 前 线 上 ,有 m 45638 341, Н 
各 个 元 素 均 为 零 , 则 V8 Es m хп 矩阵 ,其 中 x 一 mr P| 2228: , gj XX 
些 零 列 后 ,得 到 一 个 mom JEE, ТОЕ Ya. ÆC. 3.18) 中 以 Ts E 
ҚУ, #9 

(дету gy? = L.(VB)L,( B». 
由 引 理 2. 2. 1, detV, 不 可 约 ,所 以 只 能 取 
L,(VB) = Адет, L,(Vf) = BpdetV s, (2.3.19) 
这 里 As 和 Bs у, B. 4sBs 一 1. 显然 (2. 3. 19) 对 所 有 的 Vs 都 
RE. 
另 一 方面 ,我 们 知道 
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detVV' = > (detV y. (2. 3. 20) 
Ё 


由 于 所 有 的 деги , ВНЕ 909 次 齐 次 多 项 式 , 它 可 以 扩 
张 成 V 的 元 素 的 m 次 齐 次 多 项 式 的 一 组 基 , 即 


L.C) = D jajdetV, + 其 余 项 ; 
Ё 


1.0У)= Ў bydetV, + ERI, 
这 里 asb: 为 常数 , 且 适 合 ad i H (2. 3. 19) [n 
LOV) = ZoudetV，， 1.0) = 2 b detV 
HI (2. 3. 200 8] A, "us ВФ, Ф: дегуу" 可 约 ， 则 有 
2. (dev o* ={ 2 jagdetV y) ( 2 jbdeW;). 


ВЖ С. 个 ,于 是 要 上 式 成 立 , 除 非 有 下 式 成 立 : 
e В = 1,2,---,С; 
agb, 十 аба = 0, 8 < 7; В.У = 1,2, ,C3. 


这 里 共有 205 ERG. FOCHO 个 方程 ,要 方程 有 解 ,除非 


2С, > icc. +1), 


E[ 322ZC;, 这 时 只 有 m= 一 1, 2 一 2; т=1,п=3; m—2, n—3.1H 
当 关 二 1, 一 3 或 放 一 2，2 一 3 时 ,方程 组 成 为 
аб = l, ab, = 1, a,b, 1; 

fe 十 a:b, = 0, ab; ajb, = ©, a,b, + азё, = 0. 
由 aibi =l, az= 1A аЬ, Hazbi =0 FH ai dai —0, B а, = 4 ias, 
[Ж ЕНД а = tiaz,» a= Біл. НХ Jy # EAR 8 Л В, А 
方程 无 解 . 只 有 在 mw 二 1， n —2 时 ,方程 才 有 解 . 这 就 证 明了 引 
理 2. 3. 1. 

由 引 理 2. 3. 1 可 得 如 下 引 理 : 

引 理 2. 3.2 iV € C^ mn, AI B ÆRA m X m Jr. 
其 元 素 都 是 V 的 元 素 的 三 次 齐 次 多 项 式 ,(YVY') E VV 的 代数 余 
To. 如 果 AVV B 的 每 一 个 元 素 都 可 以 被 detVV' 所 整除 , 则 
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dHA-—LOOVV'zà B—-VV' ЕСУ) 3XH L(V), R(V)B 338 S 
E V IX BJ РК ED. 

5| 812. 3. 2 的 证 明 类 似 于 引 理 2. 2. 3 的 证 明 , 在 此 从 赂 . 

现在 来 证 明定 理 2, 3. 3. 

定理 2. 3. 3 的 1) 就 是 定理 2. 2.2, 所 以 只 需 证 明 2). 先 证 必要 
性 ， 即 Z € 0, (2) ЗЕ +, (W;Ziz-z,—0 ТЕ > 上 成 立 . WZ) 
必 为 2) 中 的 映照 . 

不 失 一 般 性 ,可 设 Z,。=0, 从 而 {W;Z} 二 0 在 上 成 立 , 易 证 这 
等 价 于 {Wy;u2Z}z 三 0, 这 里 4Z € Zouz-0,u€ C. 4 u— 0, RE 
(W,O]2--0, H F Jw CO) EF, Ае Z€ C”, E DzW (0) 非 
异 .于 是 由 (2. 3. 11), 


DšW (0) 0,0 (00)! 一 З CDIW CO (DW CO). 


x (DWO DWO 7 29, 
此 即 
DW (0) (DzW (05)! LDZW СО) (DW C0) T! 


一 3-DIW Со) CDEW C LD/W Co) (DW (02)! 17 


x (ZW (0))XD;¿W (0) Рр, (0) CDW (02)! ]7? = 0. 
因此 


DW (0) (DyW (0))/ 一 3-DIW (0) DW C0' 


x TDW (0) CDaW (O2) 17! DW C0) CDZW (02)! = 0. 
4 V—DW(GJD ,于 是 上 式 成 为 


DW OY" = 3. DYW CV" (УУТ) РУ (OV (detVY') 1 


ix HB (VVO* Ж YY 的 代数 余子 式 . 也 就 是 说 ,detVV' 可 以 除 尽 

ZW COV' (V 0* DW COV' 的 每 一 个 元 素 . ИИ (ОЎУ В 
素 都 是 Z 的 元 素 的 三 次 齐 次 多 项 式 , 因此 也 是 V 的 元 素 的 三 次 齐 
次 多 项 式 . 由 引 理 2. 3. 2 可 知 , DZW (OO V'sk Е LOVOVV' ,或 是 
VV'ROD iX (У). КУ) EX UE V 的 元 素 的 一 次 齐 次 多 
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项 式 . 
Я, Н (2. 3.17), ў uZ€ >,Җ 
DEW (QiZ) = C(uZ,Z) DW (uZ). (2. 3. 21) 
显然 ,Clu2Z,Z) 对 使 (DzW(0))-! 有 意义 的 每 个 ZEC**" 在 w=0 
的 一 个 依赖 于 Z 的 邻 域 中 是 и 的 全 纯 映 照 . 对 (2. 3. 21) 求 导 , 得 
П uZ) = DCCu2,2)DW (uZ) + C'(uZ,Z) Ми). 
W EX RO. 3. 21) 代 入 OV ,uZ) 20, 就 有 


DW uZ) OW (uZ)) ? 一 È OW UZ) OW (uZ)? 


= D;C(uZ,Z) + C(uZ,Z) 一 SC ZZ) = 0. 
因此 
D,CGZ,Z) = 十 CCuZ,Z) (2. 3. 22) 
成 立 . 现在 用 数学 归纳 法 来 证 明 : 对 几乎 所 有 的 Ze C", Ze n, 
在 xz 一 0 的 一 个 邻 域 中 有 
($) cez,2 = 27RKCGZ,Z)* (k = 1,2,0). 
(2. 3. 23) 


34 £—1,(2. 3. 23 4 JE (2. 3.22). 
Zr (2. 3. 23) 当 k=} 时 成 立 ; 则 由 (2. 3. 22), A 


а cuz,z)— S271 Q2,2)»*3 
[&) бозе ! и 


= NU + 0002,2) l«Caz,z»» 
1 


22" -J1)/CQGZ,2)'*. 
因此 (2. 3. 23) XE 大 一 1,2,，…- 都 成 立 . 
再 来 用 数学 归纳 法 来 证 明 : 对 几乎 所 有 的 Ze c", uzen, 
在 x 二 0 的 一 个 邻 域 中 有 


k+1 
[£] W(uZ) = 27*(& + D1QCGZ,Z)Y* DW GZ) 
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(k= 1,2,) (2.3. 24) 
3 k= Bf, (2.3. 24) 就 是 (2. 3. 21). 
Zi k=l h}, (2. 3. 24) 成 立 , 则 由 (2. 3. 21) E (2. 3. 22), 有 


і+1 
| A а) = ÈU + DICGZ,Z)YDW(Z)] 
= 2-4 cez, 
x EC UZ, Z) DW GZ) 


+ (Cuz, Z) DW az) | 


=2 + cez, 
x L CZ, Z) DA (uz) 


T CuZ,Z)YC uZ DDW uZ) | 


—2 9*9 -r2)(GQGZ,Z)Y*! DW uZ), 
因此 (2. 3. 24) 对 £—1,2, EUST. 
# (2. 3. 24) P x 一 0, 则 有 
реу (0) = 27 + 01GQO,20») D7W(0). (k = 1,2,*-) 
(2.3. 25) 
Æ DW (COV' =L(V)VV! gir , ВП 
РМО Рр (CO)! = LGODW C0) DW C0) CDZW (0))' 
(2. 3. 26) 
成 立 . эм k=1 时，(2. 3. 25) 成 为 
DEW (0) = C(0,Z)D;W (0). (2. 3. 27) 
ERMAR CDW CO) ,得 到 
DW (0) (CDW (05)! = С(0,2) DW (09) (DW C0) Y. 
由 上 式 与 (2. 3. 260, BI 
LDzW (02)D4W C0) (CDW (0))' = C(0,Z)D;,W (0) CD2W (0))'. 
WIE LODW C00) —CC(O,Z)XE BER Z € Q Ж DW (0) 非 异 的 点 都 


RL. 由 于 L(V ) 的 每 个 元 素 都 是 V 的 一 次 齐 次 多 项 式 , 而 了 = ' 
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DW (0) 的 每 个 元 素 都 是 2 的 元 素 的 一 次 齐 次 多 项 式 , 因 此 ， 
L(D;,W (0) ) 的 每 个 元 圳 都 是 Z 的 元 素 的 一 次 齐 次 多 项 式 . 由 于 
L(D,W(0)) 一 C(0,2Z) 及 它们 都 是 2 的 连续 函数 ,因此 ,对 所 有 
ZER,C(0.Z) 的 每 个 元 束 都 是 2 的 元 圳 的 一 次 齐 次 多 项 式 . 
H+ W(Z) # Q 中 全 纯 , 在 有 =0 处 可 以 展开 成 
WZ) = wo + >) Дро). 
将 (2. 3. 25) 代 入 上 式 ,就 有 


WO) = W(0) 十 |5 
+= 1 


Ф 1 
! | (COD DIW (0), 
(2. 3. 28) 


这 里 C,(Z)=C00,Z). 于 是 有 
W(Z) = W0) + [7 Е 3€) "DW со). 


而 这 就 是 

W2) = (CCZ) + D) CAC(D + B) 
的 形式 ,这 里 ABEC", CZ), DEC”, ACD.CODRBRJ 
元 素 都 是 Z 的 元 素 的 一 次 齐 次 多 项 式 . 


Ë T W (ZE 0 中 的 全 纯 映照 , 故 Т—-1-С, CD e Q HER, 


记 寺 C,(Z) 一 上 (Z)， 即 得 定理 2. 3. 3 中 2) 的 W (Z). 至 于 这 样 的 
WDE О 中 双全 纯 的 证 明 与 т=п 时 一 样 ,就 不 在 此 重复 了 . 
另 一 种 可 能 是 DZW (OJV' —VV' RO 成 立 . 
要 证 明 在 定理 的 假设 下 , 仿 妇 结 为 前 面 的 情形 . 这 可 证 明 如 
T: 
th (2. 3. 27) ,得 到 
C(0,Z)= DW (OV = DEW (COV' (УУ): 
= DIW(OV' (V! )* det (VV! )-!, 
将 上 式 代 入 (2. 3. 27) ,就 有 
DšW (0) = DW (0)V! (УУ) *Vdet (VV') -1. 
上 式 左 端的 矩阵 中 每 个 元 素 都 是 Z 的 元 素 的 二 次 齐 次 多 项 式 ， 
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因而 也 是 了 的 元 素 的 二 次 齐 次 多 项 式 . 故 上 式 右 端的 矩阵 
DW COV' (VV')'V 的 每 个 元 京都 被 det (VV! 7 所 整除 . 若 H 为 
mXm 方 涟 ,其 每 个 元 紊 都 是 V 的 元 素 的 二 次 齐 次 多 项 式 , 则 
£W COV' (V0 VH SEA 63538 dec CVV) 所 整除 ， 
车 DiW(O)V' 二 VV'RCV) 成 立 ， 则 
DiW(COo)V'CVV')* DZW(OYV' = DW(OV'(QVV')*VV'R(V). 
已 知 上 式 左 端的 每 个 元 素 都 可 被 detVV' 所 整除 ,因而 上 式 右 端的 
每 个 元 素 也 可 被 dew V' 所 整除 . 于 是 
DZW(O»V'(CVV'5*VV' ЕСУ) + РИО) (УУ) УН 
= DW(ODV'(VV')*V[V' RCV) + H] 
的 每 个 元 素 均 可 被 detVV' 所 整除 . 取 
H = BV'T(V) — V'R(OD, 
这 里 B= (Gauges B n X n УВЕ, b, 3 Ou EC, deB £0, 
Ь,920, 74 963 BF, T (V) 为 mXm 方 阵 , 每 个 元 素 都 是 V B) pu SŠ 
的 一 次 齐 次 多 项 式 .于 是 
ZW COV'(O/V)0*VBV'TQ(O) 
的 每 个 元 素 都 可 被 detVV' 所 和 整除 . H 3| 882. 3. 2 得 到 
VBV'T(V) = VV'SQV) 或 DIW(OV' = LOOVV', 
这 里 SC) .L (C9 m X m 方 阵 , 每 个 元 素 都 是 V 的 元 素 的 一 次 
齐 次 多 项 式 . 于 是 , 若 前 者 成 立 , 刚 


(VV') V BV'T(V) = 一 SC7)， (2. 3. 29) 
V 的 每 个 元 素 都 是 独立 变量 . 若 
© Um Un Ut Vim 
у=: ^*^. ib WR&RTOO—|:P 7. i | 
Uml o tt Us, Um UT UA 
代入 (2, 3.29) 式 ,得 
Un Vim Оң + 0, 
(V')^VBV'| i =S||: “+ š | : 
д 8 а вы AT 


HEA V У. Ж ЕДИ v0 Gsl em), 0. Ф 
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则 上 式 成 为 ; 

2 (у 
vy 0 Гу |P; 
=; 0 Е 0 SH yi 
0 Dl bab, 0 т 

Un 0 

= 5 ЕА š (2. 3. 30) 
0 е. 


上 式 左 端 为 Сол !biyoi) ies <a * 当 2 六 2 时 ， 可 取 到 6,520, a 1567 时 
G,j—1,.2,- sm) , Bit) va bv 为 V 的 元 素 的 有 理 分 式 , 而 不 是 多 
项 式 . {8 C2. 3. 30) 的 右 端 的 每 个 元 素 为 V 的 元 素 的 一 次 齐 次 多 项 
式 . 导致 矛盾 . 所 以 ,如果 
¿W (0)V' = VV! RCV) 
成 立 , 仍 得 到 
D&W(0)V' = L,(V )VV' 
成 立 , 即 归 入 到 前 一 种 情形 . 而 当 mx 二 1 时 ,VV 为 一 个 复数 , 故 
VV'R(V)=R(V)VV! ,也 可 归 入 到 
DW (ОЗУ! = LCVV V’ 
的 情形 . 因而 定理 2. 3. 3 的 必要 性 得 到 证 明 . 
至 于 定理 2. 3. 3 的 充分 性 ,可 由 Schwarz 导数 的 定义 经 直接 计 
算 而 验证 成 立 . 1)、2) 的 映照 在 О 中 双全 纯 的 证 明 与 定理 2. 2. 2 中 
的 证 明 一 样 ,在 此 从 略 . 
不 但 如 此 ,定理 2. 3. 3 中 1) 及 2)? 的 映照 ,由 直接 计算 可 以 得 到 
(W ;Z),=0%HESS02Z AC Cr"x" ,ZE 都 成 立 . 因而 可 得 如 下 的 系 : 
32.3. 1 Bit im E82. 3. 3, 则 (W ;Z32 2, COS HL (W Zh, 
—0, HERZEN, 0ozAacCcUo 都 成 立 ， 即 两 者 是 等 价 的 . 


$2.4 С" БЕН Н Schwarz 导数 


在 8 2.2 及 8$2.3 中 用 交 比 的 无 穷 小 形式 定义 了 典型 域 及 矩阵 
空间 上 的 全 纯 了 映照 的 Schwarz 导数 . 在 这 一 节 中 ,将 继续 按照 这 个 
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观点 来 进一步 讨论 C 上 全 纯 上 映照 的 Schwarz 导数 . 
i ОСС" 为 域 ， 
W —W(Zücc-oc 
为 全 纯 映照 . 点 ZEN, H Jacobian Jy CO3ESE. S 
¿= (Z +-uÀyu € C, |uà| < є) 
为 过 = 点 ,方向 为 4 的 复 直 线段 ,这 里 AO, АЄ С", є>0. & 
Z. = u + t À c ¿ (u = 1.2,3,4). 
е ЖАЛ, ZEN G=1,2,3,4). #A NAE X€ C^, EA 
Wa T 7) = A, X, 
而 А,;ЄСІ.(п,С), X HXT GLa. CO 的 正则 点 ,这 里 三 看 作 列 
HE. 于 是 按 定义 2. 3. 1, uf EAE X. W XZ) G—1,2,3,4) 这 四 点 
的 交 比 为 : 
[W(Z.),W(Z,),W(Z,),W(Z.,)] = АА АА. 
TCdénu[pjigX2.3.23€kg X —#kh W 的 Schwarz 导数 . 
H W # ЈЕ Е E AR 60,4 e 
时 ， 
WZ + tà) = (7) + >; E DWZ (2.4.1) 
成 立 , 这 里 Ри (2029 W de Z 点 沿 4 方 向 的 方向 导数 . 
id A= (А gas rA) , W= CW, Way 为 列 向 量 , 于 是 
DIWZ) = P*"(Z,2M, (2.4.2) 
RE PPZ, -—COÍPO,JDDuze M 
PP) 一 D ah 5950007, 
显然 有 DW(Z)=J,;(Z5>À, UA 
DWZ) = а) УФ Hla 
D,P'5 (Z ,)) = Ро+0 (7, А). 


#02. 4. DARA (2. 4.1), Ж 
W(Z +) = WO) + >; EPO iA 
k=l 
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因此 
W(Z)—W(p- > “ "T ur ш ро ср д)д 


1 
m - > E “ “рел, D Us (CZ) Js (ZA 


= Aw), (2.4.8) 
这 也 可 写成 


WZ) — WZ) = > а Ty CZ) y CI) PP (Z 30A 


= кунй , 
这 里 


ds Lom 
A= D, p POZDU ZD, (2.4.4) 


в„= У) T мі Сә) РФ (2,0. 0.4.5) 


k=} 


1E (2. 4. DPH X =. OA. H T Je DERE 1560, X REX 
于 GLa OHE A. Fj W (Z) 6 一 1,2,3,4) 这 四 点 的 交 比 
可 定义 为 ， 

[W(Z,),W(Z,),W(Z,),W(Z,)] = An An An An. 
这 里 4 由 (2. 4. 4) 所 定义 . 从 这 里 可 以 看 出 :只 要 Z, ,Z,,Z,,Z € Q, 
BRRABSS.JwCDdESRG EZ. WZ) WZ), WZ WZW 
四 点 交 比 总 是 存在 的 . 由 (2. 4. 4) 及 (2. 4. 5) 就 有 

Jw(Z)B (Iw(2)) = As, 

因此 
[WCG WCG) CD ,WOZ0 = (2)BsBs! B B. (VQ) 
如 果 令 

[WZD) ,W(O D ,W(G,WOGQO]) = В.В! B, Bu, 

(2. 4. 6) 


[97(2,),(2,),/(7,),/(2,›|7 
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= (Je ZINA WLI WL) WZ WZ TIw CZ). 
(2. 4. 7) 
现在 用 定义 2. 3. 2. XtfTIEE W E Z 点 消 4 方 向 的 Schwarz 导数 . 
4 ui—us, s€ C  (G—1,2:3,4)5, Dl 


Ay7 D — Po (z D Uy GZ" 


т Ë 
= G, — ops(1 + HPPO, DIZ s 


vi 十 viv. 


2 
F + pF A (Jy (Z)) 18 十 -) 


代入 到 (2. 3.2) 中 经 过 复杂 计算 ,就 可 得 到 
(WZ har = P9Q,GyyQG — É PEZ, AUD, 


+ 


(2.4. 8) 
7:2), W fE Z AAD IE] А BS K Schwarz 导数 . 同样 ,如 果 
有 点 ZoEQ, 且 Jw ZO dE ЦЕ K (W ,Z )252,.879 W TE Z 点 
XT Zo 点 的 大 Schwarz Ф, 40E Q Е, Z.= 0,1 (W,Z)z,s 
Jj Zla, HRH W E Z 点 的 大 Schwarz Ф. 
如 果 用 (2. 4. 6) 作 为 另 一 种 交 比 的 定义 , 则 由 此 可 得 到 另 一 种 
A Schwarz 导数 (W,Z)zs. 由 (2.4.7) 即 得 


(W, Zis = GwG) PY (z A) 一 SG GZ)" pe (=,А)»*. 


因此 
(W ,2Z}7s T (Jw)! (W ,Z),.aJ e (Z). 

也 就 是 说 :这 两 种 大 Schwarz 导数 是 相似 的 . 

REIR, RE zE G—1,2,8.40 WWC) G=1,2,3,4) 
这 四 点 的 交 比 存在 . 因此 只 要 JuD dE е, ИД ЕХ W # Z д 
沿 和 天 0) 方向 的 大 Schwarz 导数 (2. 4. 8) ,可 以 证 明 如 下 的 定理 : 

定理 2. 4.1 ЖОСС 为 域 ,WW 二 WW(Z):0 一 C" 为 上 的 全 
纯 映 照 ，ZE Q，Jw(2Z) 非 异 , 则 由 (2. 4. 8) 所 定义 的 大 Schwarz 
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导数 (W Z), a ЖЕТЕ CP" 的 全 纯 自 同 构 群 作用 下 的 相似 不 变量 , 

定理 2. 4.2 di ACE 为 域 , 厂 一 研 (Z) :0 一 C" 为 如 上 的 全 
© B m, H Zo € Q, W 在 点 Z, 的 Jacobian Jy CZ.) 3E Ж, 则 
(W ,Z)z-z,.a==0 XJ Є О ФЕЙЗ ЗС ЖЕУ: 


—1 
W(Z)= W(Z.,) + (r. — LP*"GZ — Zo) (Jw Zo)) ) 


X Jy — 2), (2. 4. 9) 
这 里 W, ZHANR, P? Zo D= SZZ M ру (Ze, Z) 


= xz, 2 (ZO н. 7 的 元 素 的 一 次 齐 次 多 项 式 , 且 当 G уй 


д z;Ə z, 


EF, WZ) 在 Q EXER L — PO, Z- ZO Gv (209) 
在 Q 中 非 异 . 显然 (2. 4. 9) 还 可 以 写成 
W(2) = (C(Z) + D) (AQD + B) 

的 形式 ,这 里 CCZ) DC C", ACZ), BECxi4CZ) 和 CCZ) 的 元 
ЖЕ Z 的 元 素 的 一 次 齐 次 多 项 式 ，C(Z) 十 厂 在 如 上 非 异 , 且 
JwON) ER. 

定理 2. 4. 1 的 证 明 与 定理 2. 3. 2 的 证 明 相似 ,在 此 从 略 . 

现在 来 证 明定 理 2. 4. 2: 充 分 性 可 直接 验证 ;下 面 证 明 必要 性 ;: 

不 妨 假设 Zr 一 0, 和 否则 , 作 一 平移 即 可 . 因为 Ju COO 非 异 , 故 存 
在 Z 天 0,ZEC"E>0, 当 IEC,1<ellZl-: 时 ,就 有 .rwGZ) 非 异 ， 
хн 1216ж Z 的 长 度 . 

H Z,—0, EE UW 5Z zz, — OREL E (W Z3 5 —0. 由 {WW;2);,s 的 
定义 , 易 证 {W ;2Z}s 一 0 等 价 于 {W312Z}z,s 二 0， 对 于 任意 的 7550, 
ZEC", 有 是 ZEN,Jw(z2Z) 非 异 的 点 都 成 立 . 由 (2. 4.8) 式 , 即 得 : 


P%GZ,Z)JyGZ) — 2Р9 aZ 2) Tw GZ) := 0. 


(2. 4.10) 
因为 Jy (OD3EX Н PO ABE S BIERIS40— |, | ellz 
Hf (2. 4. 3008 SE. 显然 (2. 4. 10) 的 左 端 当 |z| ellZI 时 ,是 :的 
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та. 2 77-0, (2. 4. 10) 成 为 (W 5002, —0 对 任意 ZEC 都 成 
37. 由 (2. 4.10) 即 得 到 ; 


2 
POQGZ,Z) = 31 | Lpo GZ, TH GZ)_1] Jy GZ). 


(2. 4. 11) 
ERAMA |, | <=||Z|| 时 ,关于 上 全 纯 . 由 于 c 


9 = P*UGZI) (k= 1,2,--); 


Р (7,2) — Jv GZ). 
将 (2. 4. 11) 两 端 对 + 求 导 ,用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 
P%GZ,Z) = m| Xp GZ,Z) JGZ) J, GZ) 
(2.4.12) 
对 &—1,2,3, … 都 成 立 ， 


当天 一 1,2,3 时 ,(2.4.12) 显 然 成 立 , 若 (2. 4. 122 XE k= 时 成 
立 , 则 由 《2.4. 12) ,有 


PDZ) ai ipo GZ,Z) 


1-1 
= Ë [2P%ez,2ygy ez) аю) 
1 4—1 
=л(+] la — DCOP? GZ, Z) Jy GZ) 12 


X [PV EZ, Z) Ju aZ — P? GZ ,Z) 
X (QwGZ)) PP UZ, Z) Tw 2)) ! Jy GZ) 


+ (P? GZ, Z) Gv aZ) Pm ZZ) 


= nf i] РӘ GZ,Z) сау 


x PP (02,2) 02) P? GZ,Z) 


zm 
2 
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E о L| Роад 29а оа?) 
Вр 2. 4. 12) 在 类 一 :十 1 时 也 成 立 . 这 就 证 明了 (2. 4.12.) 对 =1,2， 
3,… 都 成 立 . 在 (2.4. 1228, £0, WEE 


ek 
P (0,Z) = (Epoca c») JO). 


(2. 4.13) 
对 天 一 1,2,3,… 都 成 立 . 
EO. 4. DPR 7=0,4=2, FEK 60, flf? Le] = 时 ,有 
" eo á 
WGZ) = W0) + > DEW (0) 
#=1 ° 
成 立 . H (2.4.2),4 |#| < R$, 
W GZ) = W(0) + >ууР'°(0,7)7 
k=1 а 
成 立 .将 (2. 4.13) 代 入 上 式 , 就 有 : 当 |£|< 时 ， 
--1 
Wuz) = W0) + (z — Z P%(0,Z)(Jw (0!) Jw«0Z 


成 立 . 
当 ZEN li, LARR BIRRE t аА Н, H © ЖЛЕ) 
全 纯 映 照 的 唯一 性 定理 ,上 式 对 所 有 ZEQ 的 i 都 成 江 . 取 t= 二 1， 
就 有 
wa = WO) + [1 — HP®0,2) dvc»^ (022 

在 Z=0 的 一 个 铅 域 中 成 立 . H T £ 35 23 E 21 Н В) WE — ВЕ ХЕ 
理 , 上 式 对 所 有 的 ZE 都 成 立 . 这 就 证 明了 定理 2.4. 2050 EIE. 

РРО) Q mbi dk 1-lpe (0,2) (007 # Q 
AJER. 

再 来 证 明 由 (2. 4. 9) 所 定义 的 WW(2) 在 全 中 双全 纯 . 

METR ME Q HERAA, E WoW). 
由 于 Q Ў. EO C [0,1]J8F, OAZE. 
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4 


1 
дш)= (2 — РФ, — DZ. + Z) 027) Ju) 


—1 


x ((1—#)2,+ 4) — (1-ға (0,2, (0271) 
x Jw(00Zi 


ú [r = [ez 十 二 (Poo《0,2) 
一 上 
рео, от) Ју 00) (Z,++t(Z,—Z,)) 


-1 
= (1 =x lpe(,2,0«(0)7) Jw 0221, 


则 
Q(0) = Q(1) = 0. 
于 是 


e берт 10Р20,2)) 一 P9(0,Z)) Jw(00) (Jw (0) 
x (Z, + HZ, 一 Z0) + CY Jy QXGZ, — Z) 


= ti eeoz» — P*?(0,Z,)Qw(0) ^ {+} Jy(0 
x (Z, 十 t(Z; = Z,)) + Jw(0) CZ, = 21) * 
3 
这 里 4*}7 -[ -|io*e.zo TAG'QO,.Z,) —P*0.2) 


-1 
x Q7] з 


deL 2{")》 1 IO? 0.2.) — P*(0,.Z0XQ,CDD) (CY 
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x lao 0.20 一 P9Q,2)) 

X (Qw(0)^ (9) 279 ((Z, + (KZ, 255) 
2002 149 (0,2) — P?Q,Z» 

X (Jy C0))7! 0) Jy (0 (Z, — Z.) 


= 2{.}-! F P20) 一 P?(0,Z2)0) J0} 
x | ien, z) 一 P? (0,2, Jy (027 (3 Je C0) 


> (GG, Ha Z2) T Jy (0) (Z, bapa z | 


= 2097 la9(,25 — PHC0,2) (O27 SQ 
(2.4. 14) 
5 AG)=2(.) 12 (РФ (0,2)—Р(О,7,)) Qv C))7* 则 
4л == 2(+)—1 ice (0,2, 一 P9? (0,Z)0)($4(0)5^( ‚үз: 
x EPD, — P'?(,20) 0. (00)^. 
于 是 
140) = +G) = 0. (2.4. 15) 
Ф GG) t€ [0,11] >C" 为 初 值 问题 
4С 1 
— РИ S —GA; 
b 2 (2.4.16) 
GO) = I 
的 解 . 由 于 
d'(GQ) _ dG dG dQ ,dQ 


dà “а т?ш а Са’ 
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根据 (2. 4.15) 及 (2. 4.16), 有 


gu. Lr. oL _ 154A. 
d? 2 56а) а 2С dt 
Hi (2. 4. 14) Ж (2. 4. 160 7H 
dG dQ do 4 1 dQ dQ 
E e t G 2 = 2| СА) + G е = 
于 是 
d'a _ 
as == 0 《2. 4. 17) 
在 :EL[0,1j] 成 立 ， 


矩阵 GQ Q'G' 是 半 正 定 Hermitian 阵 , 故 有 
tr(GQ Q' G') > 0. 


ЊН (2. 4.17), 

SQQ T= 4,600 С |4980. CQ o 
在 经 [0;1] 中 成 立 . 于 是 tr(GQR@CD) 作 为 上 的 函数 在 :GE [0,1] 中 
是 一 个 连续 凸 函数 . 但 已 知 ， 在 t=0 及 t= 二 1，GQ 8'G'=0， 因 
此 ,trCGQB'G') 一 0 在 1:E[0,1] 上 成 立 . BF. GQ Q'G' fe £€ [0,1] 
时 是 半 正 定 Hermitian 阵 , 于 是 GQ 二 0 在 1:€E[0,1] 上 成 立 . 由 于 
GG) =I, AE :—0 的 附近 有 个 邻 域 ,使 得 CGO 非 异 , 当 EN. 
因此 当 :EN 时 ,QQ) = 二 0, 这 是 不 可 能 的 . 导致 子 盾 - 

BEBE T 05 1, — P9 0,2) 0,7 在 Q 上 非 异 , 则 由 
(2.4. S) AE ЖНА W CZO 在 如 上 为 双全 纯 . 

定理 2. 4. 1 的 充分 性 部 分 可 以 这 样 证 明 : 将 上 面 的 推导 反方 向 
进行 , 即 从 (2. 4. 9) 出 发 ,反方 向 推导 ,就 可 以 证 硼 :对 任意 А520, 
ACC", (W ,2},s=0. 

在 (2. 4. 9) 中 令 Z,—0, Z=, WA 


WGÀ) = W(QJ + d I, — ZPO. (27 С Ju 004. 
4 FM, -W(GD, WERE 
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F(Z + tà) = F(Z) + (1. = ZPP (Z 2) ZD) JAZA 
AF PPZ DER РӘ 中 的 映照 为 下 .由 于 
S p 
F(Z + à) = F(Z) + z BPY ZADA 


当 |z| 充 分 小 时 成 立 , 比较 基 的 系数 则 得 : 
P9 (Z,2 = k127(OPPG,DGRKZ)» 0A) 
(k = 1,2,+). 

出 此 立即 得 到 {所 ;Zh,s= 二 0, 这 等 价 于 (W Z). 0. 

由 此 可 得 : 

Ж2.41 假设 如 定理 2. 4.2, 则 {W;Z}z_z,s 二 0 ТЕ A\Z} 
上 成 谋 , 以 及 {WW;Z)i,s 二 0 对 所 有 的 Z€ Q, 4550, АЄ П ERAS, 
这 两 者 是 相互 等 价 的 . 

显然 ,公式 (2.4. 8) 还 可 以 写成 : 


72) БАА, 5 90.02) 


2 
-Hra 


WR TE sg 882. 4. 2p, EAA R. 
2.4.2 БИЕ 2.4.2, Zo—(Z0,-.20)!. Z=(Z,, 
"Z, ) ,有 目 存 在 Z 一 Zo 的 函数 a (Z—Z,), E% 


Da — z 279 9 — Z) = a — Zo ZZ — Z) 


RX, Д] 


aeaa; VA) 


dx XZ — Z. 

aZ- Z)?’ 
XE b= (hbr b.) EC a 为 列 向 量 . 

证 ”由 假设 条 件 , 则 有 P' 忆 (Zu,Z 一 ZJ 一 a(Z 一 Zo)Jw(CZo)、 
HT РФ (Zo,Z 一 Zo) 的 每 个 元 素 都 是 Z 一 Ze 的 元 素 的 一 次 齐 次 多 
DUX. a (Z — Zo) 是 Z 一 Zo 的 元 素 的 一 次 齐 次 多 项 式 ， 即 

a(Z—Z,)=b(Z—Z), b= (brb) ЄС", 


WZ) = W (Z) 十 


MESSEN нална» ну 
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代入 (2. 4.9), 即 得 所 要 证 明 的 结果 . 

现在 再 回 到 § 2. 3 中 Schwarz 导数 的 定义 ,此 时 

Z € C, G = GLm,C) @ L. 

在 $2.3 中 证 明了 了 ; (W ;Z), 是 在 复 Grassman ЖЖ СС 6n n) 
的 全 纯 自 同 构 群 作用 下 的 相似 不 变量 (定理 2. 3. 2). 还 证 明了 :车 
03 С", = W(Z): 0-C7*^ 为 全 纯 映 照 , 有 2,60, 
Jy Ga) ER. WW: Z); zz 一 0 在 2o 的 一 个 邻 域 中 成 立 , 当 且 仅 
当 人 为 Z 的 有 理 分 式 变换 (定理 2. 3. 3). Ж m= 1, Z € C", 
G=GLGQ,C)@L, 按 定 义 2. 3. 2,4; W=W(Z), CC CC" 为 全 
hip RH AC С", THER AR FB (2. 3.2) 存 在 ,这 就 称 之 为 WW # Z 点 沿 方 
КТ А В Schwarz SER (W ;Z i. 根据 (2.3,12), 由 于 它 存 在 ,所 以 可 
以 写成 ， 


(W,2) = DIWZ) (DWZ) — + ow ZI DW a)». 


(2. 4. 18) 
їх Н РЕ Эу Г Мй, W.IZ.A 均 为 行 向 量 . 为 区 别 由 (2. 4. 80 Br 
定义 的 Schwarz 导数 ,这 里 用 记号 (QW ;Z): 记 之 . 

由 于 DW(2Z) 二 Aw(Z)》， 孝 (2. 4. 18) 还 可 以 写成 
(W;Z)-— QA)? DiIWOGDOQwGO YN 


2 $-ODIW C) IDNR PAR, 


于 是 
QU YW; Z} = DIW (2) GG) 13 ОЛ!) 
— SPW ZI Tw ZI 2. 
由 于 
DW D= D.QJy (Z) = DM 228007, 


a'Jy(Z» 


DiW(Z)— OMNI 
d j 


所 以 


* 158 。 第 2 章 Schwarz( 许 瓦尔 兹 ) 导 数 


2 , 
AWZ Ууд, 9C guy yr aan 
F uz, 


- | УА PE yy] 


A e) y 
9 rom 


2020 1 


= (ARAJ (Z): (Z^ 


- $ [1e a» (А 


3g.) 
g Zi0 z, 


= СЭЭН 


_ 3 8 Jy), a894y O02], 
> 244, —3z ААС) t TT [2 


(2. 4. 19) 
34 m= 19, 5E #B2. 3. 2 成 为 {V1Zh 在 CP* 的 全 纯 自 同 构 群 作用 
下 的 相似 不 变量 ,而 定理 2. 3. 3 成 为 ;车 ОСС" 为 域 , W— W (Z): 
QQ->C" 为 全 纯 映 汝 ,2Z。€E 0,Jw (Z) EF. IR (W ,Z)# Z—Z, 的 
附近 存在 , 则 {WV;Z}z_z, 二 0 在 名 上 成 立 的 充 要 条 件 为 


= ZoJy (Zo) 
— $Z — Zy’ 


这 里 6 二 (61,… ,6,) ЄС" Mis Жы Оол W 的 Jacobian 在 
2 一 2Zo 点 的 值 的 转 置 ， 

现在 来 证 明 如 下 的 结果 : 

定理 2. 4.3 ACCE ONBEGW-—WD:Q0—C 为 全 纯 上 映照 ， 
如 有 ZER, Je ZV FR, HE Zo 的 一 个 邻 域 中 , {/;7}, 都 存在 , 
则 W (Z)289 (2. 4. 20) 的 形式 ,这 里 Az60,A€ С". [B] HL, (W Z2), = 0 
对 任意 Zen, А0, AEC BUR x. 

以 下 证 明定 理 2. 4. 3. 

不 妨 设 Z,—0,W (0) —0,J. CO — I. 否则 ,可 以 通过 平移 及 上 映 
照 正规 化 即 可 . 取 ->0 充 分 小 ,使 得 B, {ZEC ZZ «nca, 
包 在 定理 2. 4. 3 中 的 Z = он dR. H (2. 3. 21) , 当 Z € В, 时 , 存 


WZ) = W(Z,) + (2. 4. 20) 
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在 函数 207,7), {#18 I 
2j SED = 62,2) 2s WAGE (aL 1sn) 


= д za x 
52 


成 立 . KE W — WoW). ERRE 


iw, (,Z2) = aGZ,Z)> iw, GZ). 


因此 对 任意 а, 8=1, n 有 


2 
Zw. GZ) : aW GZ) 


"din = aGZ ,Z). 
aY. GZ) SW,G2) 
对 上 式 左 端 对 上 从 0 到 * 积分 ,得 
d d 
aW. Do q W GZ) 
d ^" d : 
az.) a | (0) 
而 $w.o-$w.e2 |,- = > Z, 2 5.00) , 由 于 Jx (0) =], 


ik Чи). 所 以 
d d 
Eri E d; ez 
Za Е Za 、 ` 


ТЕ Fax JA 0 3| Я, Р W (0)= 0,818 
W.GZ) _ Walt2) 


Ze zg 
E e го, ig D L8. (а=1,2,+›л), 
W.(Z) = z, W (a—1,2,-,2). (2.4.21) 
在 上 式 两 端 对 zi Ж“: 
3W.CD ӘЙ 
5 一 Št W + E] Zas 


由 于 7500) =l, ж 2: соу = %, h ERA) 
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à = & W (0), 
Bp iv co) =1. 
BDTGEIQEU.UIEXOZACC,fÓEARZ—OBBEUPIZL 
存在 ,由 (2. 3.17) 就 有 a(Z,4)， 使 得 @ 
> а 92 cad. DATED PWE) (amen 


成 立 ， 这 里 4= i (AD. ЕЖ; 


aiv (7) а: (Z) 
242 JÀ -—: t 2222 33r. 


= 262.2) | A W + za DA em]. 
TR 


a, [24574 9780 + я. АА, D] 


x [AW 2А aw) m 
将 上 式 右 端 记 为 Pa W P.— P, (2,8—1,2,-- 0. 由 此 可 得 : 
GÀ, 一 „| DD 0 -2f >, zw) J - 
如 果 > 与 4 是 两 个 不 同 的 方向 , 则 有 
9 oo 574? wD | УА aaa 0.4.22) 


由 于 上 式 对 任意 一 个 固定 的 方向 Z 及 与 Z 不 同方 向 的 4 都 成 立 ， 
而 上 式 两 端 都 是 入 (i 一 1,…,n) 的 连续 前 数 , 故 可 以 取向 量 序列 
A7, 每 个 А? Ej Z 有 不 同 的 方向 Milima”? =Z. 这 是 完全 可 能 的 ， 
于 是 由 (2. 4. 22) 得 到 : 
WO» 
成 立 . 因此 即 可 有 


34 


a'W (7) _ a W (7) 
д zd, =2| Б д =; E 
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" aW (22) zw шо; 
iv GZ) yn кас = 2 2j 20200). 
Xj 001 都 成 立 , 而 这 也 就 是 : 
23 d? =. d = E 
W az) 2,0 02) = [1 az) I 
于 是 
d 
i W GZ) dr W Gz) 


d ç TUWon ` 
4; W GZ) D 


在 上 式 两 端 对 :从 0 到 :积分 ;由 于 访 (0)=1, 就 有 
i$ GZ) limo = >= 2 co) = Zb, 
这 里 5= (5,50 € C" 为 常数 向 量 , 因 此 有 


асы 


— (LU 2 
Zp (W (22) )2. 


Bj i fV az)/dY az» = zw. 
在 上 式 两 端 对 + 从 0 到 : 积分 ,就 有 
1 


1 — —— = Z. 
W (7) 


4 1 二 1， С) = 15у, H (2. 4. 20 48 X] 


W.) = т «-—l2í520) Ñ Z€ B 时 成 立 . 


由 于 WDA Z Bp ЫН. AEREE «co 都 成 立 , 这 就 
证 明了 :车 {WW;2Z), 在 点 Z 一 0 内 近 对 任意 的 АЄ С" 都 存在 , 则 
W (Z) 8 (2. 4, 200 Ё. 

Xi ЕЖ ЮЕ: 34 W (Z) (2. 4. 20038 SX hF , ШЖ] FEX Bj 02 
A€ C', (Wi Z),— 0 Bi sr. fic E 3,2. 3. 2,24 W (Z) 8 (2. 4. 20) 
形式 时 , (W Z) 显然 存 在 . 因此 要 验证 (W,2),—0, RERE 
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(W,Z)1—0 即 可 . (2. 4. 20) 可 写 为 


wan (wo + туу 31 57:0). c) 


Е Е >= 2*0). 
SANE. Оо зо 
Jy(Z)— 01 Ig SIE az] Í 
2.00). 


bil, 2b,Z'b ei b 
-J.«O[ c 275 a-zsy | 


以 及 
PWZ) ЛА 25e b 66,6,2' 
деде," „Ф| ZU» *Q—2/8» T Q — ZZ: 


2b;e; b | 


+= 265 | 


ERP ene 分 别 为 i 坐标 ,j 坐标 的 单位 向 量 . 因此 
Jy(Z)7! = (1 — zy (I — Z')XJ(0)) 1, 
20) ањ (2)} — 6b 

Aie Ce) | 222 aziazil (1— Zb 3° 


АСЛ 2907 | 2^ 2 Jw 2) =: A^ (2. 4. 24) 


将 (2. 4. 23) Ж (2. 4. Mes 4.19) #9 (W , Z) — 0. FE 
(W;Z),—0 RA. 这 就 证 明了 定理 2. 4. 3. 

如 果 在 (2. 4. 19) 式 的 右 端的 式 子 中 ,以 RENN ХШ 一 
Сз) EC HRZ A (W Z, HD 


= 91502) 
(W 12) m (ALAIZ) [Ea а IL 


A, (2. 4. 23) 


= Saura» | PAL aD) yT. (2.4. 25) 
(2. 4. 25) EA XCRR L2. 11] 中 所 定义 的 多 在 2 点 沿 方向 4 和 的 


$2.4 С EEUU Schwarz 导数 - 163 - 


Schwarz 导数 ， 

车 GCC" Xii. 0€0, W =W (Z). Q—C" 为 局 部 双全 纯 映 
R, 如 果 记 (2. 4. 20) 形 式 的 W 为 F( 取 2Z。==0), 则 在 文献 [2. 11] 
PENT: AF- WAW. F # Q EAR X, W 

(W = FiZhuuuc = {WZ hay 
E 
(W - FsZhu, = (WZ) gy, 

ХЕРИ A. € C" 都 成 立 . 

ERAN. 

最 后 对 上 述 两 种 不 同 的 Schwarz 导数 进行 一 个 简单 的 比较 : 
# OCC" Xi W —W (20 :Q--C* 为 全 纯 贞 照 ,如 前 所 述 ,从 两 个 
不 间 的 李 群 出 发 ,可 得 两 种 不 同 的 Schwarz 导数 . 从 G 二 GL(1,C) 
CI 出 发 ,得 到 WW 在 Z 点 的 Schwarz 导数 {W;Z}, 这 是 一 个 数量 
Ж; А C-—GLO,C B Ж,1@#] W # 2 点 的 大 Schwarz 导数 
10,2) 这 是 一 个 п Ха Jr FERAS. 这 样 定义 的 Schwarz 导数 及 大 
Schwarz 导数 是 我 们 讨论 的 主要 对 象 . 在 8 2. 3 及 本 节 中 证 明了 ， 
Schwarz 导数 及 大 Schwarz 导数 都 是 在 CP” 的 全 纯 自 同 构 群 作 有 十 
下 的 相似 不 变量 . 还 证 明了 ;车 0 ED 以 及 在 点 0 的 TacobianJ , (0) 
非 异 ,在 点 0 的 一 个 邻 域 和 N 中 {WW;2Z} 存 在 , 且 {W;Z}) 二 0( 一 个 方 
DE N 中 成 立 , 则 琴 (Z) 必 为 有 理 分 式 (2. 4.20) 的 形式 ( 取 Z= 
0). 若 0 为 西域 , 则 这 是 个 在 0 中 的 双全 纯 映照 ,反之 亦 真 . 若 在 
N 中 ,{W;Z}s= 二 0 个 方程 ) 成 立 , 则 WC2Z) 必 为 有 理 分 式 (2. 4. 
9) 的 形式 ( 取 2,= 0). 25 0 ут, WREE О Нах ен 
R. 反之 亦 真 , 因此 (W ;Z)K& (W Z), 都 刻画 了 СР". 

此 外 , 若 Az0,A€ C0, 我 们 还 分 别 定义 了 Schwarz 导数 在 Z 点 
沿 方 向 4 的 Schwarz 方向 导数 {W332Z) (0:2), в. 定理 2. 4. з= 
诉 我 们 ;如果 W(Z) 不 是 (2. 4. 16) 的 形式 , 则 至 少 有 一 个 方向 1 兴 0， 
4EC",{W;Z}) 是 不 存在 的 . 但 是 { 厂 ;Z}s 对 任意 AS£0,A€ C" 的 方 
向 4 都 是 存在 的 . 这 是 两 种 Schwarz 方向 导 烙 根本 不 同 之 处 . 
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$2.5 ERSE Б PEL S UT Schwarz 导数 


在 前 三 节 中 ,按照 Ahlfors Bg3E 43, E МЭРГЕ T ЖЫЙ, Б 
阵 空 间 及 C" E 2 5h В 8 АЈ Schwarz 导数 . 在 这 一 节 中 将 按照 
Thurston 的 观点 来 定义 与 讨论 Schwarz =. 

在 本 节 中 将 讨论 抑 阵 空间 CU Gn ,证 了 明 : 当 эол 时 ,由 
Thurston 观点 得 到 的 Schwarz 导数 是 与 在 8$2.2 及 32.3 中 由 
Ahlfors 观点 得 到 的 Schwarz 导数 是 相 一 致 的 ,因此 在 8 2. 3 中 定 
X, (W5Z)2 AW XE Z 点 的 Schwarz 导数 是 最 为 合理 的 , 此 外 ,从 
Thurston 的 观点 ,还 可 以 定义 高 阶 Schwarz 导数 ,而 且 可 以 证 明 ， 
这 些 高 阶 Schwarz 导数 如 同 Schwarz 导数 那样 ,在 R! 的 紧 对 偶 空 
闻 的 全 纯 自 同 构 群 作用 下 是 根 似 不 变量 . 要 注意 的 是 , 当 тп 
时 ,由 Thurston 观点 出 发 ,未 必 能 定义 Schwarz 导数 ,但 若 能 定义 
Schwarz 导数 的 话 , 那 么 Schwarz 导数 与 高 阶 Schwarz 导数 也 都 
具有 根 似 不 变性 . 这 时 要 求 能 定义 Schwarz 导数 的 条 件 , 相 当 于 
š 2. 3 中 要 求 四 点 交 比 存在 的 条 件 . 而 要 有 这 样 的 条 件 应 该 说 是 理 
所 当然 的 , 应 用 上 述 这 些 结果 以 及 Waring-Hilhert 问题 的 解 , 则 
可 以 定义 在 C" F £ 5E PR RE Schwarz 导数 及 高 阶 Schwarz 导数 ， 
并 可 证 明 ; 它 们 也 具有 相似 不 变性 . УК, ЛУ 8 2. 3 中 的 方法 ,还 
可 以 证 明 : 这 样 定义 的 Schwarz 导数 等 于 零 , 当 上 且 仅 当 上 映照 是 某 种 
意义 下 的 线性 分 式 变换 . 

以 上 这 些 取 材 于 蓝 界 . 郑 学 安 、 余 其 煌 的 工作 ( 见 文献 
[2.171]. 

如 同 在 8 2. 1 中 所 指出 的 ,Thurston 85338 sz Ж : Schwarz 导数 
是 用 来 衡量 映照 与 Mobius 变换 之 间 的 偏离 的 . 若 ОСС" 为 域 , 映 
RAZO 为 日 上 全 纯 上 映照 (不 妨 设 为 局 部 双全 纯 ). 对 于 点 
Z,€ Q, rk C" 的 Möbius 变换 群 中 能 找到 一 个 元 素 W.. E 7 
在 2 点 与 多 z 在 一 指定 点 的 值 与 一 险 、 二 阶 方向 导数 的 值 全 相等 ， 
ШЖК Wz JM f 8 — Pr iñ GELT W z ° f B| g Möbius 变换 与 /的 偏 
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离 , 其 主 项 就 是 Schwarz 导数 . 

先 来 考虑 CU onn 的 情形 , 即 讨论 C*x" 中 的 域 Q. SZ) 
—C"'" Q ERIS SURE SP ZEN, HRA m, FSE 
Zo A BJ — BB IT , BPFH Möbius 变换 ， 

W; (Z) = A(Z + BOCZ)OZG — COOZ), (2.5.1) 
这 里 AQQOc€C"", BZ) EC", CDEC, (18 
FQ) =W; (0); Df =Dz W; (0); 
D; f(Z.) = D; W; (0) (2.5.2) 
成 立 . 条 件 (2. 5. 20 1B Т. 
AG = F(Z); B(Z)Z, = D; f (Z) 
2B(Z,)ZC(Z,)Z, == D$ f(Z.). 


BUT ZDRA m, f 在 从 上 局 部 双全 纯 , 故 Dz AZOKRA m. 将 
B(Z。) 的 元 素 看 作 独 立 变量 ,于 是 有 xm 个 独立 变量 ,而 B(Z,)Z,= 
D; f(Z.)# mn 个 方程 . 由 于 mn, E RBS CAT DR xr 38 8 
的 个 数 , 一 般 来 说 ,这 样 的 方程 是 无 解 的 ,也 就 是 说 ,一 般 地 ,不 存 
# C2. 5.1) 这 样 的 Móbius 变换 使 之 满足 (2. 5.2). 因此 不 能 用 
(2.5. 1) 来 对 f(tZ) iiti - PORT. 
再 来 考虑 另 一 种 Mobius Ж. 
W, (Z) = AG) + U — ZC(ZD?ZB(Z), (2.5.3) 
这 里 ACZO€C"^, BIZE", C(Z,) Є С", 使 得 (2. 5. 2) 
成 立 , 这 时 (2. 5.2 SHT 
AZ) = fZ); 2,В(2,) = Dz fZ); 
22.С(27,)2,В(2,) = D; fX). (2.5.4) 


将 BOOBCRUB TER LER CERE s" TREE Lit ZBZ) 
一 Dz 20% mn 个 方程 . 由 于 mx 之 n, 故 方程 的 个 数 小 于 独立 变 
量 的 个 数 . D, f (Z.) RRA m. 因此 存在 元 穷 多 个 秩 为 4 的 BC(2Z,) 
满足 Z6B8(2。) 二 Dz,f(26). 取 定 了 BCZ。) 之 后 ,考虑 方程 
22,С(27,)2,В(2,) = DE (Zo, 
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即 2ZC(Z,)D;, f, = 03020), 
将 CCZo)EC"*" 的 元 窒 看 作 独 立 变量 ,于 是 有 mn dl зу EE omn 
个 方程 , 但 是 方程 未 必 一 定 有 人 解 ,如 果 方 程 无 解 , 则 不 能 用 (2. 5. 3) 
来 对 OÁOD3ETI ИЕН 如 果 方 程 有 解 , 则 能 用 (2. 5. 3) 来 对 
fF OD3ltt: ИЗВ. 这 时 可 用 二 阶 允 近 米 定义 Schwarz 导数 及 高 
ИТ Schwarz 导数 ,并 可 证 明 它 们 在 R (т, n) BS E X: 48 2 [Н] 
CGlm,n) 的 全 纯 自 同 构 群 作用 下 是 相似 不 变 的 ,而 且 这 时 得 到 的 
Schwarz 导数 与 $ 2. 3 中 得 到 的 Schwarz 导数 是 相同 的 . 也 就 是 
说 ,在 C, man 的 情形 ,用 Thurston 的 观点 得 到 的 Schwarz S 
Ж {如 果 存 在 的 话 ) 与 用 Ahlfors 的 观点 得 到 的 Schwarz 导数 (如 
果 存 在 的 话 ) 是 相 一 致 的 . 
现在 假设 方程 
2ZJC(ZJDz f (Zo) = D: f 2,) 
TEES CE F ЖЕ X. 在 Zo 点 的 Schwarz 导数 及 高 阶 Schwarz 
导数 ,并 证 明 其 相似 不 变性 . 
这 时 ,可 以 定义 : 
Wr + f(ZYBCDz f)! (QD —AYCf(D -CA+B) 
х BDz, fZ) 
= AZ) — FZ B C2) 
— FK) + рр, fZ, 
| (2. 5. 5) 
зх Ор, 707227 为 D; f (Zo) 的 广义 道 矩阵 . 
取 Z=Z6。 十 Zo; 则 当 |z| 充 分 小 时 ,有 展开 式 ，: 


Wx: «Fs + 12) BCDs,f ZD = DESL E. 
k-0 i 
(2. 5. 6) 
定义 SsEf](Zo) H f ЖЕ ZMH k Mr m 0,1,2, Schwarz 导数 ， 


而 定义 3 И Schwarz 导数 为 Schwarz 导数 , 记 作 SLf](2o). 
Ri Gn n2 88 Е ХНА 218) Grassman 流 形 CGn mh 88 А 1 
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构 群 由 
Р © 
T(Z) = (PZ + QRZ + S) Rdet|, „|=1 


所 组 成 ,这 里 PEC”, QE, REC, SEC™". 
首先 一 个 问题 是 :对 于 (T。 方 (Z) ,在 Zo 点 的 二 阶 逼 近 是 理 
存在 ? 即 能 否 找 到 
Й. (Z) = A, (Zo) + Q — ZC,(Z,)) ZB, (Ze), (2.5.7) 
这 里 AQZOCC"", BVE, CZ) E, ti 
(T © xG, = 0,00), D; (T * Z9) = Dz, W; (0), 
D} (T ° f) (20) = D}, W; (o) 
成 立 , 即 
= (T ° f)(20), Z,B, = D, (T ° f)(Z.), 


Z,C,Z,B, = +D} (T + £29 


HIR ABCO 存在 . BRE ALN Bl 是 存在 的 ,问题 是 解 C, dle 
存在 ?下 面 要 证 明 : 
ZR C 存在 , 则 解 Cl 也 存在 , 这 时 (2. 5.7) 成 为 (T ° f) (Z> 
在 Z。 点 的 二 阶 逼 近 , 于 是 , 当 上 | 充分 小 时 ,有 
Wa + CT e f) G, + ud o PZV! 
= Уут. fyzo P” (2.5.8) 


k-0 


而 > FIZY AT ° PDEA Го k Br (—0.1,2, 
Schwarz 导 数 . 
由 于 
(T ° ACZ) = (PCZ) + Q)X(Rf(Z) 十 S) 
对 上 式 求 导 ,就 得 
D; GT ° fy(Z)= P (Dz f ZRF?) +S) 
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— (PIZ) + QURE) + SRD: f(Z)) 
x (RIZ) + S)7. (2.5.9) 
要 化 简 (2. 5. 9) 式 ,就 要 用 到 以 下 的 恒等式 ,这 时 不 妨 假设 S 为 非 
异 的 (如 5 为 奇异 的 , 则 可 用 Š 2. 3 中 的 方法 处 理 ). 
(PZ + QRZ + S) = (PZ + QXG7RZ + D AS: 
= [(P — QS-'R)Z + 905782 + D] 
x (S RZ 十 门 -1S-: 
= (P — QS-'!RXZ(S-1RZ + D7$^ 


+ Qs-' 
= (P — QS”'R (ZS "R + D'7ZS^ 
+ ©5-'. (2. 5. 10) 


H $2.35. А S 为 非 异 的 , 则 P—QS^'R 也 是 非 异 的 . 
应 用 (2. 5. 10) 于 (2. 5. 9) ,得 到 
Р, T • РК) = РОР, f(Z))XXRf(Z) + S)! 
— (P — QS !R)(f(Z)S-:R + DZS 
X RGOX FODXGJI(O) + S>”! 
— QS"! RCDS f(Z)XRf(Z) + S)! 
= (P — QS 'RX(D; f (Z) XRf (Z) + 5)! 
— (P — QS !R>(f(Z>S-!:R + 1)? f(Z»5- 
х R(D, f(IGDXGf(Q) + 5)! : 
= (P — 95:18) (2)5-8 + D) FODS?R 
+I -— ADSR D A(Z RICZ) — S>! 
= (P — 95-'8)(702)5-1Е + D” (D. fO») 
x R(Rf(Z) + 5). (2.5.11) 
对 (2, 5. 11) 再 求 导 ,可 得 
D; CT fy(Z)= (P — QS 1R)(/(Z)S-:R + DUX SZD) 
X (Rf(Z) + 5)! — (P — QS !R) 
x CFOCDS !R + D (D; JZS 
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x R(f(Z)S'R+I) (D, A ZD RIZS) 
一 (P — RST RKAS TIR + D',f0» 
x GfOD + O ROf (ZRAZ) +9 
= (P — QS R) CDS? R + DD fC2)) 
X (Rf(Z) + 5y! — (P — QS-1Ry(/(Zy)jS !R 
+ D (D, f ZRAZ) + Sy RICZ) 
+ OSOR + RG(Z>S R + I>) 
x (f(Z>S `R + DD (D, f Zx) (R f(Z> + 5)! 
= (P -RSPO DSTR + DOSZ) 
x (Rf (DES) —2(P —QS RY FS TR+) 
X (D, f (Z>5)X(Rf (Z) + ORD F(Z)) RAZ) + 551, 
(2.5.12) 
i 
H = (P — QS RX((GZ)OS IR + D 1, (2.5.12 
则 C2. 5. 1D. R2. 5. 12? 可 以 写成 
D, (Т + PZ) = НОР, f ZORIZ) + S), (0.5.14) 


D} (Т © PZ) = НОЋ РС) ВК) + 8)7 
— 2H D, fZ REZ) + 897 
х RCDz f (ZRF (Ze) + SY. (2.5. 15) 

由 《2. 5. 4), (2. 5. 13), (2. 5. 14) & (2. 5. 15), 可 得 

ED РС) = HZCABGIGO + S)” 
—HZ,BGJf (4-8) 182,808 025-8) 

= (HZ,CH^! 一 HZ,B(Rf(Z, + S) RH) 

x (РКТ, ZZ). 

另 一 方面 ,由 

1р3, 07 ° yG = ZCZB = ZC GC + £2) 
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知 可 取 下 列 方程 中 的 解 C: 
ZC, = HZ,(C 一 B(Rf(Z,) + S)! R)H ^! , (2.5.16) 
将 Ci 的 元 素 看 作 独 立 变量 ,于 是 有 m 个 变量 ,ma? 个 方程 ,而 ZU 
秩 为 mw, 故 方程 有 解 , 且 解 不 唯一 . 因此 如 果 f(2Z) 在 2Z6。 点 有 二 阶 
MEN T > FOE Z, uv — pii. 5. 7). 
H (2. 5.13), (2. 5. 14) Ж (2. 5. 1608 
23, = Z,B,Bi'C, = D, (T • £)(Z)B;'C, 
x: š 
Z,C,= HZB(Rf(Z,) + S) (RAF) + S)B OCH 
— HZ B(Rf(Z,) + 5) RH 
= р, (T ° f)(ZO[(QRfCZ) + S)B-1CH-! — RH]. 
因此 可 以 选取 Ci ,使 之 适合 : | 
ВГС, = (Rf(Z0) + S)B-1CH-1 — RH-!1. (2.5.17) 
4 B.C 及 B, REM С, 是 唯一 确定 的 , 且 (2. 5. 17) 的 右边 只 
RAFT 及 f ZO. 
ЕЖЕ Ж г! ° T - f (2). 
由 《2. 5.7) 可 得 
аСТ р (2) AT ZY — (Т°/)(2„)) 
X (I+Br'O CT f) T» (ZL))) BT. 
(2.5. 18) 
由 他 的 定义 ,有 
AT ° PZ) — GT ° PAZARI Z) + 8) 
. = [Pf<Z) + Q — (T ° Р) (2) (Rf(Z> + 5)) 
= PCZ) — fO — СТ» £FÓyeZoRGO»D — fO) 
= (P — (T ° ZYME) — f(Z,)>. 
由 于 (2. 5. 10) 1€2. 5.13) 
P — (T ° f)ZOR- P — (Pf + Q XX(Rf(Zj) + S) 'R 
= P — (P — QS RL)S R 
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TICfGojs"R —QS^R 
= (P.— QS R)QXQZOS R + D ` 
X (FOODS? R + I — f(ZoyS IR) 
= (P — QS 1R) (I + fS 1R y ' = H. 
因此 
(T£) — TZD (Rf(Z)+S)=H(f(Z)—f((Z,)). 


(2. 5.19) 
但 是 由 (2.5.17) 和 (2. 5.190 有 


(GO) + 5)7U + ВГС СТ : fy (Z) — GT ° ZN)! 
= [Rf(Z) + S + ВПС, ССГ + f) (Z) 
— (T ° £GDXGfOD +S)! 
= [Rf(Z> + S + BPC H(A — f(Z,)1”' 
= [RAZ + S + (R + Br'C,H)(f(Z) — f(Z))]”' 
= [RZV + S + (Rf(Z.) + S)B-!C(f(Z) — fZ 
= [I + BICZ) — FO) RAZo) +S. 


(2.5.20) 
将 (2, 5. 19) 和 (2. 5. 20048 A (2. 5. 18) , 48381 


Üz! ° (T ° fyGZ)= HOO) — FOU + BICZ) 


— f(Z.))] Gf + S> By. 
青 由 (2. 5. 14) ,有 


Wz e (T f) ZI)B Dz CT ° P7 
= HQ) — FOU + B CEZ) — fZ 
X RIZ) + S) "LHOX F(Z RAD) + $57] 
= HWZ ° fCZ))BQU(Zo) + S) CH Oz, f (Z4) 


x (Rf(Z + S). (2.5.21) 
如 假设 , 当 [| 充分 小 时 ,在 (2.5.4) 中 以 Zo 十 Zo 替代 2 时 恒 
有 解 ,从 而 有 


2CZ, + *2„)СС2, + tZ0) Dz +а, f (Zo 十 tZ.) 
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= Di +a, f s + tZ). 
将 上 式 两 端 在 :一 0 处 展开 ,比较 + (一 2,3,4,…) 的 系数 ,就 可 
得 到 
DE f Z= E,(ZOD; f (Zo) (-—2,3,-), — (2.5.22) 
这 里 ECC". 
由 于 


Wz? ° f(Z,+ tZo)B = (Ds, rz + D; f (Z) > 
3 
+ DSZ) E + Jt: + B'UCD;f(Zot 


+ BCD} f (Zo) 5; + BCD} f (Zo) E + ~) 
故 由 (2. 5. 22), Wz!» f(Z)B 可 以 写成 U(2)Dzf(20), 这 里 
U(Z) € C"*7. 因此 
Wz -fonBeWzfBGOszfQGor'GsfGo. 
(2.5. 23) 
在 (2. 5. 21) P,  7=7„-+{7». ЖАН (2. 5.23), 则 得 
Wx: ° (T ° f) G, BC ° £07 
= HWZ} ° f, + tZ) BDI f (ZAH H Dz f (Zo) 
X RIZ) + SILH Ds 200008020) + 5)! T? 
= H[Wz! ° f (Z, + 12) BD f (ZTE, 
H (2. 5. 6) ,就 可 得 到 
S,[T *fKZ) = HSLAICZYOHT! (k = 0,1,2,7). 
现在 具体 计算 由 (2. 5.6) 所 定义 的 5.71020): 
BRA: SL/KZ0-0. SL/IGZo-1, Tfi 
S,Lf1(Z,)= (Di f(Z,) 
— 2D; f ZB! CD; f (Z) BTB (Dz f(Z0)^' 
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= DLf(GJGf(Z20)! — 2D, f (ZBC. 
由 (2. 5. 4) ,可 得 
SESZ) = 2Z,CD; f(Z,) XD; f (Z) — 27,BB^'C = 0, 
再 次 应 用 (2. 5. 4) 及 $:[ 门 (Zo) 一 0， 可 得 
SLE) — (Di f(Z,) — 31% f (Z. B-'CD, f(Z,) 
+ 6D; f (Z) (B "CD f C)» 
— 3D;, f (Z) BCD} fZ B BDz, S ZD 
= DSZ (D; f (ZDT! — 3D, f ZBC 
+600, f (ZB CD: f(Z,)) B^!C 
— 300, f (ZBIEC DS ZD (D; FO) 
= DLIOGfGO)? — 6Z,CZ.BB C 
+ 62,BB^CZ,BB^C — 6Z,CZ,C 
= р; A(Z) D fZ) 


— $ DAZ) Darf (ZD 


= {/;2}, (2. 5. 24) 
这 里 {f;2o} 就 是 32.3 中 由 Ahlfors 观点 得 到 的 Schwarz 导数 (如 
果 存 在 的 话 ). 

AH mn WF, ЈА Thurston 观点 得 到 的 Schwarz 导数 
SLFÉ1CZ (如 果 可 定义 的 话 ) 与 从 Ahlfors 观点 所 得 到 的 Schwarz 
导数 {f;2Zo} (如 果 存 在 的 话 ) 是 相 一 致 的 . 用 同样 方法 ,可 以 写 出 
由 (2. 5. 6) 所 定义 的 高 阶 Schwarz 导数 SL] (一 4,5,…) 的 
具体 表达 式 . 不 在 此 一 一 计算 了 . 从 而 有 如 下 定理 ， 

定理 2. 5.1 Ж ATCO Gm AR, Firm 0 E 
部 双全 纯 映 照 ,Z。E 0 且 为 非 异 , 若 存在 充分 小 的 e. ЕҢ || e 
时 ,在 方程 (2. 5.4) 中 以 Z, +:Z,4Ë Zo 时 , 恒 有 解 , 则 由 C2, 5. 6) 所 
EXHI А И Schwarz 导数 是 在 RiCm,n) 的 紧 对 偶 空间 CG Onm) Hi 
全 纯 自 同 冤 群 作用 下 的 相似 不 变量 ,其 中 ==0,1,2,…, 且 


+ 174 ° 第 2 章 SchwarzGiFR ЖЗ HC 


5.[7]С2,) == SL£Kzo E (f;Z.), 

W (£12, 为 82.3 中 所 定义 的 Schwarz 导数 . 

以 下 讨论 m=n HRE: EE nan 的 情形 来 这 要 简单 得 多 . 
这 时 ,方程 (2. 5. 22 & C2. 5.4) 都 有 唯一 解 . 因此 对 于 在 QC 上 
的 局 部 双全 纯 映 照 f:8 一 C"* 在 非 异 的 点 Z. € Q ЖТ] (2. 5. 1) 
来 进行 二 阶 导 近 , 也 可 用 (2. 5. 30 3iE£fT ЭЕ. 由 前 面 的 计算 可 
AEA (2. 5. 3 来 进行 二 阶 遥 近 , 这 时 BODL f(2,))-! 一 2Z71, 由 
(2. 5. 6) 所 得 到 的 Schwarz 导数 S[ 门 (Zuo) 一 8:[ 门 (Zo) 就 是 8$2.3 
中 由 Ahlfors 观点 得 到 的 Schwarz 导数 {f;2Z。}. 也 就 是 说 ,这 两 种 
观点 得 到 的 Schwarz 导数 是 相 一 致 的 , 

如 用 (2. 5. DEX ADE Z 点 的 二 阶 有 逼近 , 今 


2 k 
Z,)WgfG-uz0-225:UfKZogs (2.5. 25) 


定义 S; ZOH f ХЕ ZKR k Et * -Schwarz S3 (6 —0.1,2, 
8,0, ФЗ Et x -Schwarz 导数 为 *-Schwarz 导数 , 记 作 
S'LÉKZ. 如 同上 面 一 样 ,可 以 证 明 Sr [/)02,)( —0,1,2,3, 
…) 都 是 在 RiCn,n) 的 紧 对 侦 空 间 CG(ln,n) 的 全 纯 自 同 构 群 作用 
下 的 相似 不 变量 . 
经 具体 计算 ,可 得 : 
SENZ = 0, Sr[f](Z) = I, S? [f] (Z) = o, 
S; ESIZ = S*[f1(Z,) = (D, SZD HS Za} (D, f(20)), 


‚э яз» ао» 


, 


Вр Hi (2. 5. 25) Br Ч x -Schwarz Ф 5'[7)07,) 5 8 2. ЗН 
Ahlfors 观点 定义 的 Schwarz 导数 {1f;2。} 是 相似 的 . 

于 是 有 如 下 定理 ， 

定理 2. 5.2 Si QC CUR Fio C JJ А Аар, 
Z € HAIER, Н (2. 5. 6) ТЕ H Е Er Schwarz 导数 及 由 
(2. 5. 25) 所 定义 的 天 阶 * -Schwarz 导数 都 是 在 Rin n0 B3 EXTR 
空间 CG (n,n) 的 全 纯 自 同 构 群 作用 下 的 相似 不 变量 . 特别 是 
Schwarz 导数 SLA KZO =S,[f](Z,) = (f ;Z,) LÆ x -Schwarz Së 


f 
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数 S* NZV =S; 7102) = D f ZDHS Z} (Dz F(Z0)), 
即 S* [及 (Zo) 与 {f ;Zo} 是 相似 的 ;这 里 {f ;2o} 为 § 2.3 中 所 定义 
的 Schwarz 导数 . 

从 上 面 对 C 中 的 域 上 局 部 双全 纯 瑞 照 的 Schwarz 导数 及 
高 阶 Schwarz 导数 的 定义 及 讨论 可 以 导出 另 一 种 对 C 中 的 域 上 
局 部 双全 纯 映 照 的 Schwarz 导数 及 高 阶 Schwarz 导数 的 定义 . 

熟知 ,对 于 任意 正 整 数 六 ,一 定 可 以 至 多 写成 四 个 平方 数 之 
和 ，, 邑 至 多 存在 四 个 正 整数 mm nsn nu BEEN — ni +n; +n + 
ni CER RRC. 20 D. 当 N 可 以 写成 四 个 平方 数 之 和 时 , 则 可 以 
ЖС” 看 作 一 个 矩阵 空间 : 

CN = C€n*n x Cn x Суху x Cn x=, 
I C" 中 的 任 一 点 Z 可 以 表示 成 
0 
Z = , (2. 5. 26) 
0 7, 

XX IZ == (ау, iion + Жг== беу, riesen 8 Ure enge jtm ttt, 
E Z= CP ауса Hn HoH, id С, 为 Rin; nj 的 紧 对 侦 空 
间 CGO n2 的 全 纯 自 同 构 群 (二 1,2,3,4). 令 

G = G, X G, X G, Xx G.; 
W G Ж R: nsn) X Ri (ma 1:2 X Ri (n, sn) X Ri(n n2 E] EXE 25 
间 的 全 纯 自 同 构 群 . 若 


Р © 
= f i| €G, (2. 5. 27) 
WE detTZ0, H P.Q.R É S€ C XC» X C з xC, В 
P, 0 ©, 0 
P= P: . Q= e: , 
P, Q, 
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R, 0 S, 0 


0 R, 0 S, 
这 里 Pi QR SECY" G=1,2,3,4). 
由 (2. 5. 27? 定 义 的 全 作用 于 由 (2. 5. 26) 定 义 的 Z, 定 义 为 
T'(Z)y= (PZ+Q)XRZ+S)`' 
(P,Z,+Q,)(R,Z, TS)! 0 


0 (P,Z,+Q,)(R.Z,+S.)> ! 
FE G 仍 可 视 为 Cx 上 的 一 个 Möbius HHE. T € G Ж Jy Mobius 
变换 . 
dy CC" 为 域 , f (Z):G— CY 为 人 上 局 部 双全 纯 映 照 , 将 2 
与 了 表示 成 (2. 5. 26) 的 形式 , 且 取 Z EC*, 使 得 用 (2. 5. 26) 表 示 
时 ,矩阵 为 非 异 的 .于 是 可 以 考虑 0D ТЕ Z, nir — E BE ИП Ж 
Ig 


Wz (Z) = A + Q — ZC)^ZB, 
HER А,В,С 满足 

A = FZ), 2,8 = D, KZ), Z,CZ,B = LDUIGO, 
这 里 AJB.C.D.Z€Ch X - xCo, dir f(Z)# 0 ЕДЕ 


双全 纯 映照 , 故 .rr(Ze) 为 非 异 的 ,于 是 就 可 以 考虑 
Wz! « f(Z)— (f(2) — AXCf(Z) — CA — B)" 


= (f(2)—f ZÐ AIB CZ) — FK) ^! B^. 
由 于 2Z。 为 非 异 , 故 当 |z| 充 分 小 时 ,有 


Wz? ° flZo + tZo0Zs! = > 5, Л KO m (2. 5. 28) 
&—o 1 


AP З.С) у (DEA Zo hb BJ k Br Schwarz Ф (А = 
0,1 ,2,3，…) :而 定义 S,[/10Z,) 3⁄2 JSE Zo 处 的 Schwarz ES 
Ж. 由 前 面 的 讨论 可 知 , 这 样 定义 的 S,Lf KZod&te СЕН F 6338 
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似 不 变量 . 
当然 ,这 样 定义 的 二 阶 Schwarz 导数 是 依赖 于 N — ni nini 
nd 的 分 拆 . 如 果 分 拆 不 止 一 种 , 则 这 样 定 义 的 天 阶 Schwarz 导数 
也 不 止 一 种 . 经 直接 计算 ,由 (2. 5.28) 所 定义 的 Si[ 门 (Z。) 为 
507142.) = o, SLÉIZ = I, 5,[/1(‹7„) = o, 
以 及 S[fJ(Z = 8,7102, 
= Dš f (Z, (D; f (Z) 


— Š U}, f OF), 


estrone эзе š 


于 是 可 以 利用 8$2. 3 中 的 方法 来 证 明 S [ f 1 (Z+) = 0 Xt BUR 
ZE 都 成 立 , 当 且 仅 当 


F (Z) — 0 
f(2)= t PEU ; 
0 Е,(2) 
这 里 
F(Z) = (А02) + B) CZ) + D), 
或 是 


Е,(2) = (C,(Z) + D)^CGACZ) 十 吾 )， 
而 4 BC.DiECnxs ，4(Z) 及 CCZ) 为 2 的 元 素 的 一 次 齐 次 
Җ@=1.2,3,4). 

如 果 N 不 能 表 成 四 个 平方 数 之 和 , 则 N 可 能 是 平方 数 ,或 表 
示 成 两 个 平方 数 之 和 或 表 成 三 个 平方 数 之 和 . 则 上 述 讨 论 依 然 可 
以 进行 ,只 是 CC 一 Co 已 讨论 过 )，C 一 Ca X CX", pR je 
Ск Сч Сех Сз, Гр НАЈ. 

更 一 般 地 ,如 将 МБА N Sm Ха + -m.Xn., 则 将 C" 
KR Сх XX Cs, шш C" 中 一 点 Z 可 以 表 成 
7, 0 
Z- , 


> 


o С 7, 
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这 里 Z, € Cw G =1 ‚2,›***›5). 而 上 述 的 讨论 同样 可 以 进行 ;并 可 
得 到 相应 的 结果 . 不 在 此 一 一 氢 述 了 ， 


82.6 全 纯 曲 线 的 Schwarz 曲率 


在 $2.1 中 ,已 经 简要 地 回顾 了 单 复 变数 的 落 数 的 Schwarz 导 
数 的 几 种 不 同 的 引入 的 途径 与 观点 ,这 些 都 可 作为 引入 高 维 空间 
上 的 映照 的 Schwarz 导数 的 出 发 点 . 在 前 几 节 中 已 经 讨论 了 三 种 
观点 与 途径 以 推广 到 高 维 空间 中 的 可 能 性 .在 这 一 节 中 ,将 语 着 第 
四 种 观点 与 途径 以 推广 到 高 维 空间 中 的 映照 的 Schwarz 导数 的 可 
ВЕНЕ, Вр Schwarz 导数 可 看 成 一 维 射影 空间 (射影 直线 ?上 的 曲线 
的 自然 引入 的 一 种 自然 不 变量 一 一 曲率 . 所 用 的 方法 是 E. Cartan 
的 活动 标 架 法 ,这 是 H. Flanders 的 观点 《参阅 文献 [2. 7]). 

高 为 奇 中 将 这 种 观点 推广 到 高 维 , 定 义 了 高 维 射 影 空间 上 的 
全 纯 曲 线 的 Schwarz 曲率 ,并 得 到 了 有 意义 的 结果 .在 这 一 节 就 介 
绍 他 的 工作 . 

Zi DCC 为 单 连通 区 域 ,例如 可 为 单位 圆 盘 ,% :D 一 CP" 为 n 
维 复 射影 空间 СР” 中 的 一 条 曲线 , 当然 这 可 表 为 C"… 中 的 曲线 
fiD—C'", f, 5 f, J& S frg НАХ 0, f,=A7F,. 

对 曲线 选取 活动 标 架 (Moving framed F: 

以 v-—Af,.A 0398 — aj Et «v В Ur Se 3 Les = ses= el, 
ее п МЕГЕ. БАГ ++ ERFAR ИГУ," ve fF] 
ERUS sn feo. Sb [ f, Pv fF TEAN ЩЕК 25 e — 
AARAA, Г/Л, F0 560. 于 是 可 以 选取 ,使 得 

XOF, РР) = 1 (2.6.1) 
TE D 中 去 掉 最 多 一 个 可 列 点 列 后 成 立 . 于 是 由 《2. 6. 1) RTT PX 
的 性 质 , 即 可 导出 :最 多 除去 一 个 可 列 点 列 , 有 
[vse 575,6, ] = 1. (2. 6. 1') 
这 样 的 标 架 称 为 曲线 (2Z) 的 标准 标 架 (canonical frame) ,这 是 依 
RT AC RC 
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对 (2. 6. 1 ) 求 导数 ,由 行列 式 的 性 质 , 有 


[v еу» *** -е.—1 ‚е ) = 0. 
由 此 可 得 ; 
ayu 十 Zee 十 ae, = 0. 

由 于 Usé£is tte coe ТЕ D PEA, AA а (0,2 XE D 中 也 
全 纯 . 若 w 关 0， 则 去 掉 最 多 一 个 可 列 点 列 以 外 ，m 天 0， 因 此 ， 
Фк 2 (i 一 0,…,n 一 1), 就 有 

e, = куо + KE T ne» 十 K.— 1€s— 1. (2. 6. 2) 
E а,==0, Wl] — Е RT DL TI n7 1271, 8518 0,560, a, 20 (А221), 
于 是 


ао 十 ще, 十 … + age; = 0. 


于 是 除去 最 多 一 个 可 列 点 列 以 外 ， 
A T 
成 立 . 对 上 式微 分 4 一 /十 1 次 就 可 得 到 
e = куо 十 куе, F t к.е. (2. 6. 2) 


除去 最 多 一 个 可 列 点 列 以 外 都 成 立 , 这 里 三 0, 当 5L 时 . 在 公 
XQ. 6.2) 中 的 y ees 称 为 曲线 $ 的 Schwarz 曲率 ， 

ж РУ, Р, 了 "三 0 的 情形 也 可 一 样 处 理 . 由 此 可 得 
[езе 777,e,1— 0, +B n] 4880 (2. 6. 2) 形 式 的 等 式 并 同样 定义 
Kos Ki y *** Kai 为 曲线 $ 的 Schwarz 曲率 . 


综 上 所 述 ,就 有 Frenet 方程 : 
v = е, 
e == e, 
е1 == ор 


e, = куо +- жуе H + + Eae. 


这 也 可 以 写 为 ， 


(v.e), eu) = (v,6,*,€.)&, 


Msi FERME r -— С ~- 


这 里 
Q 0 0 £e 
1 0 0 x 
к= |0 1 0 £ 
о 0 1 0 
先 证 明 如 下 的 定理 ， 


定理 2. 6. 1 Schwarz 曲率 是 在 CP" 中 射影 变换 下 的 不 变量 ， 

证 要 证 的 等 价 于 Schwarz 曲率 是 在 C+ 中 的 仿 射 变换 下 
的 不 变量 . 

X АС CH 为 仿 射 变换 , 令 f=A ° f, v; & ss 为 
相应 的 标准 标 架 , 则 

1= [2, ё,,+,ё,] 
= [А ° f, А s f", -.., A s fe] 
= YUdetA[ f, f 6,700. 
将 此 式 与 (2. 6. 1) 相 比较 , 即 得 
А = да, 
这 里 a 为 (detA) 7! 的 (x 十 1) ЖА. РЖ 
Z = аА - f = аА s Àf = аА ° 
UE 
ё = аА е G= 1,-" n). 
因此 
VE) = aACo,e, , 7,6," 
= aA (v,e, sen) = (0, Cs ,2,)к. 

这 就 证 明了 Schwarz 曲率 的 不 变性 质 ， 

正 是 由 于 有 这 样 的 不 变性 质 , 所 以 我 们 有 理由 称 m tne 
Kaa 为 曲率 ,而 所 以 称 为 Schwarz 曲率 ,这 在 后 面 可 以 看 到 ， 当 
n=1 时 ,wo 就 是 由 (2.1.4) 所 定义 的 Schwarz Е — iR SX. 
这 种 观点 实际 上 是 从 不 变量 的 角度 来 推广 Schwarz 导数 的 概念 . 
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JÁ Schwarz 曲率 的 定义 ,可 以 导出 如 下 的 性 质 : 

定理 2- 6. 2 1) 曲线 $8 的 Schwarz ЩЖ 2 027, 34 Н (У 2 $ 
为 二 次 多 项 式 的 有 理 分 式 . 

2) 曲线 上 的 Schwarz 曲率 全 为 常数 (不 全 为 零 ), 当 且 仅 当 $ 
为 常 系数 常 微分 方程 : 

у= = ку 十 ку 十 … + Key D 

的 = 十 个 线性 独立 解 的 线性 组 合 的 有 理 分 式 ， 

3) Ж28 n Е D 中 全 纯 的 函数 es G0 ,к„_, GO , ШЕ ЄР" 
m {ЕТЕШ Ж ó, DA coCz)y es a (z) 为 其 Schwarz 曲率 . 

显然 定理 中 的 1) 就 是 本 章 一 开始 的 定理 2. 1. 1 的 推广 . 因为 
# 二 1, 这 就 是 定理 2. 1. 1. 而 定理 中 的 2) 是 对 此 进一步 的 讨论 . ХЕ 
理 中 的 3) 是 存在 性 定理 ， 

下 面 证 明和 定理 2. 6. 2. 

1) 如 果 所 有 Schwarz 曲率 均 为 零 , 则 e; — 0. 3X SE HB A 的 各 
个 分 量 为 次 数 等 于 或 小 于 ?= 的 多 项 式 .于 是 成 为 在 CP" 中 的 
次 多 项 式 的 有 理 分 式 , 即 


i 
Р,(=)' Ps) 
这 里 P;(z)《(j 二 0,…,n) 为 次 数 等 于 或 小 于 的 多 项 式 . 
反 过 来 ,如 果 $ 为 nn 次 多 项 式 的 有 理 分 式 , 则 es 一 0, 故 所 有 
Schwarz 曲率 均 为 零 . 
2) 如 果 所 有 Schwarz 曲率 均 为 常数 , 即 (0 = G=0,--, 
n— 1), 


yt? ш gu 十 jy + + + LV, (2.6.3) 
而 (x 十 1) 阶 常 系数 常 微分 方程 
cro == Key + куу! 十 … + Kos USC p (2. 6. 4) 


有 ?8 十 1 个 线性 独立 的 解 :yo 入 UG Y. 这 些 解 或 为 指数 函数 ,或 为 
ZAKK РЕН (2. 6.3), AF 为 这 些 у 的 线性 组 合 , 即 


s= (Bem. 
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这 里 上 (i 二 0,…,n) 为 y 的 线性 组 合 . 

反 过 来 ,如 果 #$ 为 方程 (2. 6. 4) 的 二 1 个 线性 独立 解 的 线性 
组 合 的 有 理 分 式 , 则 可 以 导出 (2. 6. 3). 故 所 有 Schwarz 曲率 为 党 
Жж. 

3) 若 Ko Cz) ‚к, (22 ea (z) 28 D 中 n A+ x РА ЖҮ. И ЖК 
方程 

ye? = k, (z)y + kley 十 十 iC)y" ? (2.6.5) 
有 xn 十 1 个 线性 独立 解 yy € 
i Y 
"d 
则 /= Qus yit yo) 为 8 在 C"*! 中 的 一 个 表示 ， 如同 前 面 得 到 
二 Koy 十 Kie1 十 "十 Kn-_1es-1 的 讨论 那样 ,由 (C2. 6. 5) 可 得 到 : 
е» Ef HRS + + k, f. (2. 6. 6) 
因此 
[f P эел = [FP uH fenfu 0. 
РГР, Р, 1С 为 一 常数 . 选择 为 C 的 2 二 ti 次 根 , 就 
得 到 标准 标 架 , 且 (2. 6. 6) 等 价 于 
eh = koy + ke; 十 …… 十 天 en 1， 
这 就 证 明了 3). 

从 上 述 证 明 过 程 中 可 以 看 出 ,以 es GO к (20, e i GO 
Sehwarz ЖН Н А 必 有 Af= (уо, ут» 3) 的 形式 ,这 里 у; 
G—0, 22 为 方程 (2. 6. 5) 的 线性 独立 解 . 

以 下 我 们 进一步 给 出 映照 的 Sehwarz 导数 的 表达 式 . 

由 (2, 5. 3), Schwarz 曲率 ko ,Kl，… ste 可 表 为 

Ko= [en езе] = €— [eee]. 
K,= De, е." е] = С 17! Dese езе, ], 

K. = [veio yer seh e, | 一 一 [ee se, e, ]. 

所 以 所 有 这 些 Schwarz 曲率 ,除了 可 能 相差 符号 外 , 均 为 (2 十 1)X 
(n4-2) ЖЕ: 
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(у,е ,*** e, el ) == О, ‚+++ yp yn) 
中 (x 十 DX(n 十 1D) 子 矩阵 的 行列 式 . Bi e= F, dk 
Co yD Cf fs, FDA 


== (f, fr, f GA 
= (Pee, 
这 里 
A X AU e A 112 
0 À 22 n T 1) AO 
1 
"Wu 05, Я S usn 
2 
0 0 0 + A 
为 一 个 (z 十 27X GT 203r E fli 
1 0 = Ü go 
G= 0 1 О gg 


оо 1 £g 
为 一 个 (x 十 1)X GF 2) ЖЕ, Н 


A A A" 448 д Ae? 十 Ад, 
E uo. R| At 一 好 十 工 ie 
0 A 2X НЕ р | ЈА + An 
H—GA— |0 о A з MIS [^2 Jae? + ies | 
пі 1\,, 
0 0 O = А | ^ ЈА + ж. 
ео FARA f i ELS EC) REA B 
FP = gf + я + +: + gf. (2. 6.7) 


另 一 方面 ,由 于 我 们 选择 了 标准 标 架 , 故 
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[vs ] = 1, 

也 就 是 

HEF, F 6,79) = 2. 
将 上 式 两 端 求 导 ,得 到 

(п + DOVNE F „++, ©] 
十 AmA, р pe fl fer] == 0. 
H (2. 6. 1) (2. 6. 72,48. 38] 
(п + 1)2' + Àg, = 0, 


也 就 是 H 中 (十 1,z 十 2) 元 素 为 零 
讨论 方程 组 : 
Ax, + Az, Ar, 十 … 十 Az, LAC + А,» 
Ax, 十 24 za + + [^ aeos. = (Т | + Ag, 


|» 十 Ай; › 


M niio-n, — п + 1 
Ax; + [7] X. | 2 


diss Ir es + 3e. 


即 以 H 为 方程 组 的 系数 方 阵 . 由 于 (2. 6. 1), 这 个 方程 组 的 解 zj 二 
к, (j—0,1,-- n—1). 而 z.—0. 此 方程 组 也 可 和 写成: 


"Ë 
立 | Jasa, = |" десно ag, G= 01... 
k=; VJ Ë 


于 是 Schwarz 曲率 满足 如 下 的 递归 关系 式 : 


ан = [S Lassen + Ав, G—0,1,7n— 1), 
а=) VJ 
(2. 6. 8) 
而 A9? = A. 
现在 讨论 * 一 1 的 情形 :这 时 j=0, 于 是 有 
Ae, = 2” + Эв. 


这 时 $=z(z), f— 0.0. MK A- DP]? 2 т. W f"= (0,z”) 
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-5, B 2—0, 81-— ET 因此 
Arcs Mas. prem 
s= 115) 5127). 
这 就 是 $ 2. 1 中 所 定义 的 Schwarz 导数 乘 以 常数 ， 
其 次 讨论 n= 二 2 的 情形 :这 时 ;二 0,1. 于 是 有 
b + Ак = A" + Agos 
Ак, = 3A" 十 Ай. 
ХЕ] $= Cz(z),y(z)), f=(l,z(z),y(z)). i 
Am [РРО = Gy! zy», 


NEC ny: = у” zy р А , 
ШП J”= dy ay + z! y" p— ey. 
所 以 
zx" t N Р Mt 
Bo = 0, a=- 2 S>, з= T 
这 就 得 到 


x Xa" 2 à" 
к 一 ze ts к, =— 35 xm +: 


WEW a, z y ы y? , А] 


=L E 
À = 013, Ei 一 Giz On» 


而 且 有 
A =. 915 
A 361; 
4 22) — 1 s 十 qz 
A 94а, 3 dà ` 
A Pl + 4 eu + оз) _ 1 $i + om S 
А 27\ atz 3 12 3 9i 
因而 得 到 
_ 4 zi о. t 205 
K, = —| 一 
3 lo Tiz 
2 B 1 0639, + 20) _ 1 95 + 29; 
š 27 | diz 3 i. 3 21 Е 


(2.6.9) 
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归纳 起 来 ,可 得 如 下 的 定理 : 

定理 2. 6. 3 Schwarz 曲率 满足 递归 关系 (2. 6.8). 

34 nn 二 1 时 ,Schwarz 曲率 x。 就 是 $2.1 中 所 定义 的 Schwarz 
导数 乘 以 常数 . 

У n = 2 F, Schwarz 曲率 如 和 «i Н (2. 6. 9) 给 出 . 而 c, = 
z) y — z y, 
以 下 给 出 映照 的 Schwarz 曲率 在 进行 坐标 变换 时 的 变换 公 
式 . 

Ж? z—zCO A 马 中 的 坐标 变换 ,如 前 所 述 ，Schwarz 曲率 在 
这 个 变 挽 下 不 是 不 变量 ,而 是 满足 一 些 变 换 规 则 . 

ЮЕШ", OU GR SEITE “+”, Dl w 为 变量 得 
到 的 量 上 加 波纹 号 “~”， 于 是 ; 当 n=l, Æ 


к, = Zk, + S. (2. 6. 10) 
当 z 一 2 时 ,有 
K = zê 十 AS,, 
Ko = £u, + z zie + 2(5,)', (2.6.11) 
这 里 
z}? z 
5-87-49). 


为 由 Š 2. 1 中 所 定义 的 Schwarz ЭЕ Ж. 当 *>>2 时 ,为 了 求 
得 Schwarz 导数 的 变换 公式 ,要 用 到 链 法 则 多 项 式 (chain rule 
polynonial). 

# АС) x BS C РАК. И БЕ ЕШ AOR zo R m RERU 
得 到 A ^? AURRA: 


Ac = DQG, peh? (m = 0,1,2,---). 


(2. 6.12) 
这 里 (=, 2 …) 为 z， z ，,… 的 多 项 式 函 数 . 以 下 讨论 中 , 简 记 作 
Q7 (2). 这 种 多 项 式 称 之 为 链 法 则 多 项 式 ( 参 阅 文献 [2. 31D. E 


ta 
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然 , 当 mx 之 1 时， 
Qy = 0; 
M jmd. 4 
О = 0, 
而 Q7(z) 并 不 意味 着 Q7 只 与 Ex 有 关 ， 而 与 z ，… 等 无 关 ， 这 只 是 
Q(z,z,…) 的 省 略 记 号 .于 是 可 以 建立 如 下 的 无 穷 上 三 角 矩 阵 ;: 
Quz) Ql) Qi) 
0 Quz) Qu 


0 0 ©) 
0 0 
这 是 可 逆 定 阵 , 且 
DÈC) Qr =Ò ,m= 0,1,2,1). 
实际 上 ,上述 求 和 只 有 有 限 项 . 
链 法 则 多 项 式 可 以 明确 表达 出 来 ， 


=. т . : 
OOO Es) D pe ert, 
kyt +k; =m i> il 
k> 0 


(2. 6. 13) 
于 是 有 


Өт = z”, Өш = 0, Од) 一 M š 


im 


13 


m—3 ° 


以 及 Өт. = {се ug. š 
等 等 . 
在 坐标 变换 * 一 *(w) 之 下 ,有 
1 一 | 


= {1 ГР, 7 Ө „Р jdet(Q7 C) о, jc 
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= Ае, Р yt = Тото. 


于 是 vU-FYUZUPP mBakapa-—iit, Bi»—áif—itAf—iiv 
Hi Schwarz 曲率 的 定义 ,有 

yet? 一 Z + EE. + Z. QE, (2. 6. 145 
HF wziv, M 


енә Witt HE (22) 7775. — (26.19 
二 
但 是 | 
y = - Sac», (2.6.16) 
以 及 
+1) — Ser, (2. 6.17) 
° 
ye = peru (2. 6. 18) 
yt >: )(3) ) "о. (2. 6. 19) 
2 


将 (2. 6.19 44A (2. 6. 18), 然 后 将 (2. 6.18 4A (2. 6.17) , 继 之 将 
(2. 6. 17)、(2. 6. 18) 代 入 (2. 6. 16) ,再 继 之 将 (2. 6. 16) 代 入 
(2. 6. 15) , 3X BL G8] v? Ар у" G8—0, 2 一 1) 的 线性 组 
合 来 表达 . 将 此 式 与 (2. 6. 14) 相 比较 ,就 得 到 


Kn = S ane + B., (2. 6. 20) 
这 里 Ë 
AL = an^ ТЕС )^"Qo/) — (2.6.21) 
以 及 


al 


В. =- [^j Tene. 0.6 2D 


¿=m 


当 严 一 2 一 时 ,经 过 简单 计算 可 得 到 
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|" Ы 2 }5.. (2. 6. 23) 


ev og 
к„_у = EXE, T 


ҖЕ (2. 6. 20) 中 ,变换 系数 AL 及 B 是 与 曲线 无关 的 . 将 
(2. 6. 2004 RESI] л 次 多 项 式 有 理 分 式 曲 线 了 上 ,而 * 一 zx(w) 为 一 
有 理 线性 分 式 变换 , 则 由 定理 2. 6.2 的 1)，x，= 二 0, к„=0 (ц 
mm 二 0,…,n 一 1)， 因 此 B,—0. Ж B, (mx 一 0,…,n 一 1) 对 所 有 有 
理 线性 分 式 变 换 均 为 零 , 

总 结 起 来 ,有 如 下 的 定理 : 

定理 2. 6.4 车 DCC 为 单 连通 区 域 , 中 的 点 为 z,#$:D 一 
CP" 为 z 维 复 射 影 空间 CP” 中 的 一 条 曲线 . 其 Schwarz 曲率 为 <; 
(k—0,-,n— 1). Ж zx 一 z(w) 为 万 中 的 坐标 变换 ,经 变换 后 ,曲线 
的 Schwarz Ш к, (#=0,++,п— 1). 则 有 变换 公式 (2. 6. 20), 
其 中 AL.B. 分 别 由 (2. 6. 21) Ж (2. 6. 22 所 定义 ,而 点 “表示 对 
z RẸ RO ORRI w RF- 
当 n=1 F, EARO. 6.10), 4 5 —2 时 ,有 公式 (2. 6. 11). 而 当 
m=n— 18, B 3X. 6. 23). 

当 z 二 z(zw) 为 有 理 线性 分 式 变换 时 ,B, = OEE m—0.-. 
n 一 1 都 成 立 ， 于 是 变换 公式 成 为 


E. = Siae ‹ (k = О, 4A 一 1). 


综 上 所 述 ， 本 节 内 容 为 用 不 变量 的 观点 来 看 待 及 推广 
Schwarz 导数 的 概念 ,当然 还 可 望 得 到 进一步 的 发 展 . 
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在 本 章 的 最 后 一 节 中 ,我 们 讨论 Kahler плетам 
Schwarz 导数 . 

# M.N 为 两 个 有 相同 维 数 的 Kahler H, f£: M— N 为 全 纯 
浸入 (holomorphic immersion), 即 局 部 双全 纯 , 在 本 章 中 ,将 定义 
了 的 Schwarz 导数 Sy. 还 要 证 明 ， 
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1) # 5,/=0 Ж 5,=0, W Sr. 一 0( 定 理 2.7.1) 

2) 推广 的 Nehari 定理 (定理 2. 7.2). 

在 本 节 中 ,将 应 用 和 号 省 略 办 法 . 本 节 内 容 为 余 其 煌 和 蕊 界 以 
RJ E 4S XM. 12] 和 [2.13] 的 内 容 . 

# M.N 为 两 个 有 相同 维 数 , 且 有 度量 а5 = 253127 de 及 
dS% 一 2hozdwr def 的 Kahler Ж Ж. 其 相应 的 (1,0) 联 络 为 及 了 了 . 
# f. M— N ARARA, IMAM 上 定义 的 (1,0) 型 C7 [8] d 
场 的 集合 .定义 了 的 导数 及 其 高 阶 导数 如 下 : 

DfxX(M) — X(N), 
Df(X) = f.X. (2.7.1) 
这 里 了 ,为 f tor Bp 
fi Т.М Т.М, 
9 


9 ди" д 
Р. = E (2.7.2) 
Dif; LMD X XM) — ХОМ), 
D f(X Y) = V, xf Y — f. VxY. (2. 7. 3) 


Р, ХМ) X ХМ) X ХОМ) — X(N), 
D f(X,Y,Z) — V, xD'F(Y,Z) — DEY, У xZ) 
一 D° f(VxY ,2). (2.7. 4) 
显然 有 
D'f(Y,X) 一 D'fcx,Yo 
及 
PPAF(X,Y,Z) = Ю%/(Х,7,Ү). (2.7.5) 
Bl D'f AX X.Y 双 线 性 及 对 称 ，D 了 为 对 及 、Y 了 .2Z 三 线性 , 且 对 
YZ 对 称 . 
由 于 f:M>N 为 浸入, 即 局 部 双全 纯 , 故 对 每 一 点 z € М, 
ЖЕ х RARR U. [848 f EU, Et A Gnjective? , 即 一 对 一 ， 
f EU. 上 为 全 纯 . VA f 13828 了 在 -上 的 道上 映照 ,六 :表示 FC 
EU. 上 的 微分 ， 
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于 是 可 以 定义 全 纯 浸入 f:M—N 的 Schwarz 导数 Sf. 为: 
Sf = Sf.:X(M) X XM) — LM), 
Sf(X,Y)— Sf.(X,Y) 
= (X,Yy f D'f(X,X ,X) 


is Sf Df KX, X) Y uf DAX), (2. 7. 6) 


这 里 人 ,yw 表示 M 上 的 内 积 ,由 此 定义 可 见 SF(X,Y) 对 了 是 线性 
fr. 
若 М=М=С, M.N 取 欧 氏 距 离 , 令 


x=, Y = 7 


552, 
则 (2, 7. ORA 
2Sf.(X, 了 ) 一 eee ses I " л - 52. 
j д #* _ 
z е 5 Эне 
Iw 232 a 
X 8^ 37227 Qu ar (2.7.7) 
3 n=1 Bf, (2. 7. DRA 
элн «esf =] 


这 就 是 一 个 复 变 数 的 全 纯 函 数 的 Schwarz Е — IR T^. 
zi М= В", В C^ 中 的 单位 超 球 ， 其 Bergman 度量 为 


| 4.0 — [z|09; + zz : 
45% = 4—01 zr Че de. 


її М=С*, HW f; M—N 的 Schwarz 导数 成 为 


m cn 2 әт а 
ЗА. (Х,У) = X,Y) pbg 3 z23 723: Эш“ 3 zi 


3 дж“ 2p 52.) age ді? 
See v. aw It az „Р алә 
az а 36g! aw . x 
"sw ar 1 lel Х,У) ләр ` p'u 
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аш" ags [а a 
ec di ) | 


X34 ** 3232 дш" \дх'Әт 
(2.7.8) 
ES nn 二 1 时 , (2. 7. 8) 成 为 
айз» £-3(£))2: 
aeos Ix» P ^ 217 


xi vega Ен Schwarz 导数 乘 以 一 个 因子 . 
在 这 一 节 中 要 证 明 如 下 两 个 定理 ; 
定理 2.7.1 É M.N.H 为 三 个 复 维 数 是 的 Kabler Ж, 
f:M—N, g:N—H 均 为 全 纯 当 入 .车 
Sf.O,Y) = 0, Sg, GG = 0 
对 所 有 的 EM, X YELM yw € NX, Єх М) Н WIJE 
Xl zc M,X.Y€xaIn.d4 
Sg ° f.CX,Y) = 0. 
由 定理 2. 7. 1, 8] 48. 
3$&$2.7.1 ЖМ 2 Kahler MÉ, Aut MD OS M 的 全 纯 自 同 构 
群 , 令 
Mob(M)= f€ Aut MD Sf. CX ,Y)=0Xf BÉ z€ M È 
所 有 和 了 EXCad)}， 
则 MóbCADJÉ AutCMD) 的 一 个 子 群 . 
定理 2.7. 2( 双 全 纳 判别 准则 ) 若 M 为 = 维 的 完备 Kabhier 流 
形 ，DEM л, 其 全 纯 截 曲率 有 上 界 K, 0 的 直径 为 5 
(0<5< оо). ЖМ Ж C, CP" sË B" (C^ 中 的 单位 球 ) f£. QN 
为 全 纯 浸入 , 且 


s [Soa] CCF X, f. X) 
(Х.Х) (Х,У) Х.Х) 


对 所 有 的 IC Q, X. Y C xNGDIS BL 3X С 为 NN 的 全 纯 截 曲率 ， 
即 分 别 为 0. 十 1 及 一 1， 则 了 为 嵌入 , 即 双 全 纯 ， 

下 面 给 出 定理 2. 7. 1 的 证 明 : 

# M.N.H 为 三 个 复 维 数 为 的 Kihler ЈЕ, V LV , V ЛУУ 


<$ K+ 
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为 它们 的 (1,0) 型 联络 , 叉 若 
мем н; 
z — to —= t 
ЖУУ А. HEX. 7.3), X.Y.Z€ xOD., WA 
D'g-fGY)— 9,8 ° f. Y — g ° f. VxY 
== 9 х ° f.Y — g. Уа 
+z. V.zf.Y — g. (f. VyY) 
= D'ig(f.X,f.Y)+g.D'f(X,Y). (2.7.9) 
H (2. 7. 9) & C2. 7. 4), uf 8 
D'g- f (X, Y, D= V uo Dg f(Y,Z) 
一 D'g ° f(Y ,V,Z) 一 D'g РУ , Y ,2) 
= Vana (D'g(f.Y,f.Z) + g. D'fQ,Z» 
Zg D'g(f.Y,f. V xZ) E g.D'f(, V xZ) 
—D'g(f. VxY.f.Z2)—g.D'f(VX.Y.2) 
= F Р.У, f.Z) —Dg(f.Y,V,xf. 2 
—D'g(V , xf .Y,£.Z) + D'g(f Y, V ouf. 2) 
—D'g(f.Y , f. V xZ) -D'g(CV , xf. Y. f. Z) 
—D:g(f. VrY,f.2) + Š, xg. D'f(Y,2) 
аг g.D'faq, V x Z) EN g. D'fC(OV Y.Z) 
= D'g(f.X.,f.Y,f.Z)+Dg(f.Y,D'f(X,Z5) 
+D:g(f.Z,D'fOX Y+, xg. РУС ,Z) 
—g. V, «РУС ,Z)y+g. V, 4D'fQ 2) 
= g.D'f(Y ,V ,,2) E g.D'f(CV ,,Y,Z) 
= D'g(f. X, f. Y. f.Z) + D'g(f,. Y,D'f(X,2) 
+ D'gCf .Z,D'fcX,YO) 
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+ (Ў. Х.У ,2))g. V, D'fQ 2) 
= g D'f(Y , V4Z) — gD SCV zY ,Z) 
= D'g f X f. Y, fZ) + g.D'fOGY,Z) 
4DgC(.X,DfQO,Zp-r Dg .Y, DFZ, X») 
+ D'gQ(f.Z,D' f(X,Y)). (2. 7.10) 
将 (2. 6. 9) (2. 6.10) 代 入 到 Sg ° f, 中 , 则 得 
Sg: f OGY) = GYOuf gD gf X f. X f. X) 
Tg. D' FOX ,X ,30)4-3D'gCf, X,D'fCX ,X))] 


Тр. X f X) g РУО, 


x f'gU gif. X, f. X) 4 g. D'JOC,X)]. 
| (2.7.11) 
现在 证 明定 理 2. 7. 1: 
HEX HS (X ,Y>u=90. 由 于 57.0Х,У) 0 Х.У 
Ri. d 
(fD f(X,X)y,Y>x = 0. 
因此 有 
D'fiX,X) —af.X, (2.7.12) 
这 里 a 为 一 个 与 = 及 大 有 关 的 复 值 函数 . 
由 (2.7.12), 对 任意 YEXCM)，、 有 
fr DIf OR, YO uf D f(X , X) = (X,Y ya’ X, 


(2.7.13) 
由 假设 
0= Sf.(X,Y) = (Х,У) ЎР (X,X,X) 
— SUDO XY 2DHQGX. 
gi (2. 7.132838] 
[OD QX0 = iex. (2. 7. 14) 


同样 可 得 


$2.7 Kahler ЖЖ E 2 Schwarz 导数 + 195 - 


D'g(f.X,f. X) —bg.f.X (2. 7. 15) 
及 
gDg(f.X, f. X. fX) = ЗЫ. Х. (2.7.16) 


将 (2. 7.12), (2. 7. 13). (2. 7. 142, (2. 7. 15) Ж (2. 7. 16) 代 入 到 
(2. 7. 11) 中 ,就 得 


Sg«f. XY) — QUY) exe Sexe 3/z'gz D'g(f. X af. >| 


= 3-04 + 5) Х,У) (а + bX 


ana (a! E)X -3af rig D'gC f Xf. X) 


z iex] 


ac» + P + 3ab — $a + 5 =Q. 


这 就 完全 证 明了 定理 2. 7.1. 
为 了 证 明 系 2. 7. 1, 这 只 要 证 明 / -' € Mëb (M). H (2. 6.1), 
可 得 : 
0 一 Pf! o f(X,X) =DPf (f. X,f. 30 + f-'D f(X ,X) 
= Df F.X, fX) + faf. X 
= DfOQf.X,f.X)-raX, 
因此 
Dff.X,f.X)-—-—aX. 
81€2. 7.100, (2. 7. 14) 及 上 式 , 得 到 
o= Df! o f-1(X,X,X) 
= Df (f. X,f.X,f.X) + fD f(X,X,X) 
+3D f 1(/. X, D'fOX,X)) 


= py (XL fX FX) + Зах + 3D'f GU .X af X) 


* 196 - 第 2 章 Schwarz EREDI 


= D'fA(f.X,f.X,f.X) + aX — wx, 
此 即 | 
Df G.X f X f Ху = Tax. 
将 这 些 结果 代入 SFr! 的 表达 式 , 得 到 


Sfr'(X,Y) = 0. 
这 就 证 明了 系 2. 7. 1. 
为 了 证 明定 理 2. 7. 2, 要 证 明 以 干 旺 条 引 理 


令 
45% = 265 * dz dz, 
45% = 2g;s ° dz' dz. 
引 理 2.7.1 £M.N S xf BJ Ka hler ж, f: M—N 


为 全 纯 淄 入 ,对 于 每 个 z<E M 及 任意 的 X,YEXC(M)， 
(Sf.(X,Y),X) 
эъ ORI Cy, 局 部 一 致 有 界 , 则 一 定 存在 一 个 只 与 X 有关 


的 定义 在 z 的 邻 域 的 С" NER оа, (E13. 
Df(X,X) —af.X. (2.7.17) 


证 MEX. $ XoXo X, 为 (1,0) 向 量 内 积 空间 的 正 交 
X 
Ж.Н Х,=т5т, 则 
ҒЛРУСХ,Х) = a“X.. 
令 
Y, = +X, (ya). 
如 果 用 记号 O 表示 См» 则 


GfÉOUYO X _ 1 _ 
Re X XY OGYO 一 eot 


k 1 z 
ЕА з e cibi __ а>) аа) 


— Rel 


ID'f(X,X,X) х) 


a DF XX,X) 2: 
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1y2 * 
- dex oes" 2jter]. 

于 是 可 得 2*2, a" JE. AER ER. 5 k— co, Bl] EUER 
оо, УЮН ЈЕ. 

引 理 2.7.2 # M Hn 3k K ahler 流 形 , 为 n 维 常 全 纯 截 曲 
XC Off K šhler WE. YOA M 上 的 正则 测 地 线 ，X, 二 7， E 
ЗЕ, А х= Х,—:7Х,, X=X,.+:JX,, J 为 M 的 复 结 
HE f:M—N 为 全 纯 淄 入 , 且 满 足 引 理 2. 7. 1 中 局 部 一 致 有 界 的 
Ei , 则 对 每 一 个 YEXCMH7 ,有 


‹5Л.(Х,Ү),Х)› 1 Е с C. Xf. X) 
QUI X,Y) 2\4 2 ‹х,Х; 


_ RY(X,JX,XIX) 
DA аа 


(2. 7.18) 
ЯФ а 由 (2.7.11) 所 定义 ，R*” 为 M 的 曲率 算 子 . 
证 由 (2.7.6)、(2.7.4) 及 (2.7.17) 可 得 到 ; 
SAX, Y= QUY [V DSX, K) — 2D? f(X,V 3X2] 


=: $a! (X,Y>X. 


而 由 (2.7. 3) Ж (2. 7.17), Н 
ЎР, Х) — f. Vif o DI f X X) 
= Df, f TAK, X) 
= PFK, f Paf. XK) 
= aD'f(X,X) 
=a f. X, 
代入 上 式 , 即 得 


= 22 GC, v 2 | 
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z 
= x,y] — SX + V xaX FL 2f DOG V XO] 


2 
= оо (ха) X+a V X= 2f DAK, vio. 


(2.7.19) 
由 于 YQ2) 为 正则 测 地 线 ， 
да yanl — ya d 
a, Xa = z X + Ха = > Xa + 5Ха, 
所 以 Xa — 292 — Xa AA Q. 6.19), 
2 da X s а? 
(Sf.(X,Y),X) _ |“ di G +L (avVxX,X) 
QGXYOG Y) (Х,Х› (X, Xy 
_ Qf PDf, xX), X?) 
ўи. (2.7.20) 


由 于 YG) 为 正则 测 地 线 , 即 Vx,Xo=0. 因此 
0 一 Vx,X, = + V x+z(X + X) 


= +V x + VxX + УХ + Vi. 


由 于 VxX+ VxX E: (1.0) 型 向 量 , V xX + VxX ODA |н] 
量 , 所 以 

VxX —— VyX. (2.7.21) 
利用 局 部 坐标 计算 , 令 Х=ё = 对 aX= f DAX, X) 两 端 对 
X ЖИЛЕ ЕР. 根据 (2. 7. 21) ,一 方面 : 

VxaX = (Xa)X 十 aVxX = (Xa) X — aV xX. 
(2. 7. 22) 

而 另 一 方面 : 


Vrf DSX, X) = Værn] e P 552) 
2 az 


= VEES S| 52,56) 
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ЕЕ eer | 35.35, 
+ EEV D 55,393). 
由 于 立 是 (1,0) 型 联络 ,因此 ， 


САН = m 


E TEF] a Iaoa 


=S E 2,00; 
= 2f PAR, N xX) 
=— 2f; Df(X,VxyX). 


将 此 式 代 入 上 式 , 而 与 (2.7. 22) 相 比较 ,就 有 
CXa)X—aV.X 


22 


-ee узур xs '32]- 2f DI fOX VO. 
(2. 7. 23) 
此 外 ,根据 (2. 7. 3), 有 
ees D$. 


; alz а д 
= BP Vus f. |9, л. 3a Va rd 


. аб”? а 
一 2. TA m - 
ete s: дад ди? 
ди" Jw’ a 3 
一 1 a cup. o. 
Tf. дг? 32 У уу Эш” na 
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д 
д 35, 25. X]. 


这 里 Sh; Soest 5123 M.N 的 曲率 张 量 . 
由 于 N 是 具有 常 全 纯 截 曲率 C 的 Kahler 流 形 , 因 此 ， 


s PS (sue Мм PAM 
p= 8" д.р = > 8” (g. Em + Es 8n) 


c (s Zm c)», ga). 


代入 上 式 , 就 有 i 
Ai ш eges, 2, — Сере ач". 2ч 
t 2 
3z 
= EPES 
“ш 907 — 9 z: 


= FEES — = i— C(f.X,f. XX. 


将 上 式 代入 (2. 7.23), #5 X 作 内 积 , 就 得 到 

(Xa)X — aVxX,X)— EBS — Cf Xf XXX 

— 24K D! Y OX, N xX), X), 

Bp 

‹(Хау‹х,Хх›= PEPES — CU. X fF XYUX,X) 

+ а(ухХ,Х) — 24£ ODIfOX,V xX),X). 
(2. 7. 24) 

НТ УСТЕ ДН, (Х.Х, =, FE 


1 = la +X,X += lao. + ic 


= 1 
27 X20, 


故 (及 ,及 ) 一 2， 将 此 式 及 (2.7. 2448 A (2. 7. 20) 就 有 
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da a* 
(Sf.(X,Y), Xy ^d 2 6£UPESQ—CCO.X f XXOCGX) 


OX ,X»YX,Y) ‹Х,Х› OX ,X)»* 
e a(VxX,X) RR 2(F DSX, N X). X? 
4. V xX X5 m РОХ, VxX), X? 
(X, XY (X, XY 
= HF ES +J л RM(X,JX,X,JX) 
ра 2 GO ,X» 
(F.X fX? 
PERSIEI 


这 里 R*"(X,JX,X,JX)—O8P PPS, Х=ё P = 


这 就 证 明了 引 理 2. 7. 2. 


现在 来 证 明定 理 2. 7. 2, 
若 f ЖАКА. ; 则 在 a 中 存在 两 点 £14.22 (21562,) ,而 f(z1)= 


Fle). ^ Y: [0,T ]-4 M 为 正则 测 地 线 , 且 700) =z» ҮСТ) = 2,. 
取 为 定义 在 f ° УС) 的 邻 域 的 任 一 全 纯 函 数 , 有 = 二 T+《f(z)) 一 
cf GD, ШАС) А е УС), FIARA(OO-—AQOO—0, R. 


E ed ux 0х + Rh = lan, (2. 7. 28) 


dt 

d'h 1 1 
da хо, = +G [2] 
= LXX) + XOU), (2. 7. 26) 


x. Z, X—X,—iJX,, X —X,-HiJX,, xxm J Æ M H 


复 结构 . 
X65, U 是 了 (Y) 所 在 的 坐标 邻 域 ,其 非 齐 次 坐标 为 


Сил уш, wz)， 于 是 由 (2.7.21)， 有 
D'f(X,X)h— (V /.xf -X — f. V Xh 
= (Vi xf X + f. VxX)h 
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Iw да? — 
ах? Әз! 


= ХХА) + EF 


" (2.7. 27) 
RE PLUS N 的 联络 系数 . 


比较 (2.7. 26) 及 (2. 7.27) ,就 得 到 
dih дш" аи? 3h 
D'f(CGODh = 43 + e il I" 


az P 9 x` 
由 (2.7.17) 及 (2.7. 25), UB. D' f OC, X) —2a dh ,代入 上 式 就 有 
dh dh 4,97 ди? ы, 93h 
за 4де = SŠ az ag {PI (2. 7. 28) 


由 于 МЖС". CP sk B", HOHER ЭМО БИЖ ЖЖ ТИР. 
即 可 . 

G) 3⁄4 = С", C—0, mi 27,—0; 
— (wf, tH Ww Âa) 


ii 一 CP"， 则 C=+1, TW = — 
GD 34 N pu +1, WQ Pe 1+ Sw 


T9, = (999, + wS — Уша") ". 


下 而 注视 (2. 7. 28) 继 续 分 三 种 情形 来 讨论 : 
G) 当 和 二 C*"， 则 (2. 7. 28) 成 为 


令 о=лекр| 2 acds}, ERRA 
аһ, 1j da 1 1， 
а? Heg- geo 
由 定理 假设 及 引 理 2. 7. 2, 有 


4л? _ GfÁ.OGY)X) _ 12да а’ 
a K> Ne зуу (хуу 一 | | 


R(X,JX,X,JX). 1[,da а _ 
DM о лш TE 
因此 ， 
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Am. l[.da. a: 
$1092 
显然 w 一 sin ram: c6 [0T] EXTR 


аа п? 
dé T (Pu сє“ 
的 解 ， H353:€ 0,718, и2>0. 
HT T<, E e Zah, tE T--2e—6, Н 
п? л? 1 da а? 
(7-26 > yim 77 +): 
于 是 可 以 证 明 == 88212), 0 v—he^t om 是 任意 全 纯 函 数 ， 
Bf ° YG) 寺 常数, 当 tzE[0,Tj, 期 当 t€ [0,T hr, f ° 7YQ) 是 一 个 
点 . 这 与 f JY N BJ AB3F ER. 这 就 证 明了 定理 2. 7. ZEE CO IDE. 
Gi) 34 N —CP", WC. 7. 28) 成 为 
2a З 49А 一 2X p^) X) _ 4€ Xp), Я 
dë 1 + p 1--p x 
这 里 p= Dyw, 上 式 即 为 


aœ 
Eh fap 2а o, 


= 0 


а? 1+2) Ф 
Ф omat? ZO, MERRY 
dh _ š „АЁ у, 
qz dt 
4 оће A, ， 则 上 式 成 为 
Sx i: - evo. (2.7.29) 


2 

2%Ё°‹хру 2 (Хр 

CNET Nr 2 ad 
d 2 “ld (1 + ey 1+ P 


m (e + 4CGX p?» Bon) 
2 G--8g 1+? 
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=? da a^ 2QX-r2DpgGp) + 2(X + 20Xp 
24 2 (1 + eX 1 + p° 
_ EOXp _ 2f7'D:f(X,X)p’ 
(1 + 2°)? 1 + p° 
_ ;да a _ AQ! + 20X p Ote) 
а 2 (1 + ey 


+ AXK) + KRP) _ 2f C f CO XP 
1+ 0° 1+ : 
(2. 7. 30) 
现在 计算  D'AOCODp': 


D'f(X,X)p! — (V .xf.X — f. Хәр? 


= (Vu, xf. X + f. VAR)’ 


3 w аи? 


= (V, xf DOPAD 一 РЕ Fr 77 


бея 


= p дш" ди? sa ge 
= X(Xo»)-1 EF a ` ах Гл 
а т? 


+ —. 
8 z! 


+Х‹Хеу—еЁ® em бы 


— XQ — ge 9 . ач? „ба + одо 


д Әх 1 + 2° 
-XQOp-ebTU. LaF 
= XXP) — к + XXe) 
seyle. от, (2.7.31) 
男 一 方面 ,由 于 CP" BERE: 
d= gadu/dw* 
-+t de E, 


Qw' 3w 
az `а2 8% 


FX, f. Ху= ЁР 
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„аи? (1 + £054 — uu 
а = G + en 
— — 4 eg 39 2 t 
=; pr id ТЕЕ. 
将 上 式 代 入 (2.7.31)， 则 得 


DSX, 0g — XXP) + ХОХ?) 一 ES У. 


1+0? _ (Xp (Xp’) 
4 Q.X,f£.X) DITS С 


2 | dw 
一 idi 


T (Xe : 
ü + gy e e). 


将 上 式 代 入 (2.7. 30) ,得 到 
dp 5 da а? 1 
279279 Х.Х). 
KERIA CZ. 7. 29) ,得 到 


z z 
ET 


由 定理 的 假设 与 引 理 2.7.2 及 C= 十 1, 有 


ал? (f.X,f.X) CSf KIKI X) _ 1 dee) 
# Kt ZR > е усх уу 2d 2 
+ Q.X,f.X) _ R"(X,JX,X,JX) 
QG X) OG XY. 
1 da _ a° SX fX) _ 
> (29 2) (Х.Х) К. 
因此 
dr 1/.da а? (f.X,f .KY 
S >ii- + xX, Xy ` 


Lu 1 (2 da a 


> + lo.x..x) . 


E” gl d 2 
RR u—sin Plut t€ [0,T] 是 方程 
d?u 


xt 
de Т ep T 0 


GU. Ho ‚Є [0,71 时 ， uc. 
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由 于 了 <6 ,可取 e ЎА, ERT Heci. 
因此 


_ INN m. Гава 21 
тану > 5226-6 ive 


FEUER: v=% g "Bl RID ент И QN 
与 了 是 浸入 相 矛 盾 的 结果 . 这 就 证 明了 定理 2. 7. 2 在 (ii) 的 情形 . 
Gi) 当 №= В", WI C2. 7. 28) 成 为 


dh — 8 = 20009 4(X p?) .dh 
A аз ХА = 1— 9 d’ 
dh  1( —2Xp)ldh _ 
" dë D igna, 
rcm Exe? ， 则 上 式 成 为 
аА _ 2 „dk L o, 
de dt C 
5 v—Ae ое, M 
d | 1 db ё 
x ja eem (2. 7. 32) 


[a] Gi F3EPE ,具体 计算 2-6 рух, XOp', HA 
" Ш ке Ча а? AXP + 20р?) Ote 


ағ ағ 2 (1 — pg!) 
XAP) + AXD | 2D'f CX ,X)e* 
1— р? 1 一 p° * 
DFX, K= XOXp*) 十 XCXp^) LIT 
ig; 9 w^ дч? 
+ д2 379 
另 一 方面 ,可 得 
Эзе „дш, 1р _ Op Ote 
2e 2299 we Xe E 
因此 
axe) 


PFX, Op = XXP + XCXp!) + 


-=p 


-—— —— — — a t" 
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-+ (f. x, f. x + exe». 
— asa 


db 六 da a 
"pri; oi 146/00 


将 上 式 代 入 (2. 7.32) ,就 有 
dv ，1 [2 da а? 
аг? dt 2 
如 同人 ii) 中 那样 ,由 定理 的 假设 、. 引 理 2. 7.201 C— — 1, 9] 48 
Am ~ i| da z) 1 (f Xy 7. 2 


$72 2px 


-lg.x..]-0. 


2d 2 2 (Х.х) 
如 同 (ii) 中 那样 继续 进行 ,就 可 证 明定 理 2, 7. 2 在 (iii) 的 情形 也 是 
成 立 的 . 

综合 以 上 ,就 证 明了 定理 2, 7. 2. 

特别 是 ; 当 w= 二 1 时 , 取 N=C，M S C 中 的 单位 圆 ,对 单位 贺 
取 三 种 不 同 的 度量 , 即 可 得 $ 2. 1 中 的 三 种 不 同 的 Nehari 判别 准 
Wi CHI 1&2. 7.2). 

Ж2.7.2 Ж“ /:А={«Є С, |е|<1)—=С, f 33883 2 bh. 


co 9e ep 7) |9 

a е 5-25) acies 

D w Gen] avis 
成 立 , 则 /为 双全 纯 . 


证 D 在 4 中 取 欧 氏 度 量 , 则 Kk 一 0,8 一 2, (52,2) 一 去， 
故 由 定理 2. 7. 2, 若 不 等 式 


leg, | 
[Seg] == Harles 
8 
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成 立 , 则 了 为 嵌入 , 即 为 双全 纯 . 


(2) ЖЕ А Ж Poincaré ка „а'— dug 和 一 co 天 一 


|z 
9 2 
-LAR (55, э) = ату» 故 由 定理 2. 7. 2, 若 不 等 式 


4 
=s JEJ 7 » ТЕ 
" SLANDO) L me а= (£-3(£) | 
OX 20 (XY) |e|*eg L 217 
ЕУ 
x1 
成 立 , 则 FARA BAREA. 


(D 将 4 看 成 CP 中 的 止 域 , 取 球 度量 a e 100 qu 


(1+ |z]: 
д 2 
=r, K=1,4 È (2. xj- GT] Í Da #8 E. 7. 2, 若 不 
等 式 


9t cro De {Ёё |£ [9/0 十 dz [5* 
GG XY X,Y) 8(€[*62/1 + [219° 


ТЕЕ 


217 
成 立 , 则 f ЫК А... ЕП 28 AE b. 
显然 系 2. 7. 2 也 等 价 于 下 列 的 Nehari 定理 . 
X2.7.3 Bf: AC 是 局 部 双全 纯 . 若 不 等 式 


a» Imm 


(2) Hfz ls 或 


ERN NND 
(1— Iz|*»'' 
(3) fiH т-у» 
成 立 , 则 f 为 双全 纯 . 
这 只 要 证 明 系 2. 7. 2 中 的 (1)、,(2)、(3) 与 系 2.7, 3 中 的 (1)、 
《2)、《3) 分 别 相对 应 即 可 ,实际 上 只 要 证 明 其 中 之 一 即 可 ,例如 情 
X O0). 
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显然 ,车 系 2.7. 3 中 的 (1) 成 立 , 则 有 
яе (1097 a aa 
«p -i6 2 


Bl 3&2. 7. 2rH E] CO RR. 反之, 若 系 2. 7. PORY fd 2. 7.3 
vi CO 不成立, 则 存在 点 <。, 使 得 | 六 一 号 人 7! > dr. 


ERL т. сон е СО — 2 [£76 | gy 
Jf” ©з) -$i[(£e2" 
m /' (zo) Р (za) Few) EN 3 D)" 
rad са 一生 | 大 | fo) 2 G) 
FG) 24 万 (zo) 
ik CI A 
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作者 之 一 于 1995 年 出 版 了 一 本 专著 《多 复 变 数 的 西 映照 与 星 
ERROS ERAB PIETA 1988 年 以 来 作者 与 他 的 同事 在 这 
方面 的 系统 研究 工作 . 正如 在 本 书 前 言 中 所 说 的 那样 ,本 书 是 该 书 
的 姐妹 篇 . 在 该 书 出 版 前 后 ,十 分 可 言 的 是 : 刘 太 顺 等 一 批 数学 工 
作者 ,经 过 不 懈 的 努力 ,又 得 到 一 批 重要 的 新 结果 ,改进 与 发 展 了 
该 书 中 的 一 些 结果 ,使 得 这 个 方向 的 成 果 更 加 丰富 与 完整 . 在 这 一 
- 章 中 ,就 是 要 来 介绍 他 们 在 这 个 方向 的 一 些 工作 的 新 进展 ,以 作为 
该 书 的 补充 . 可 以 指望 ,还 会 有 一 些 新 的 结果 不 断 涌 现 , 使 得 这 个 
方向 的 理论 更 加 深刻 与 丰富 . 

这 一 章 中 所 用 的 有 关 定 义 与 符号 与 《多 复 变数 的 凸 映照 与 星 
形 映照 > 一 书 中 的 相同 ,所 以 就 不 再 重复 定义 与 说 明了 . 

# $ 3. 2 中 ,将 给 出 在 Reinhardt #& 


pe [z = Gy) € Cel, 


T. 
= (Zur) < 1) (p> 2) 
j=1 


БЕНИ £t ru ВЕ BS 65 T К 8 3 zÜ. АП КОШ R E 
明了 如 下 有 趣 的 结果 ，; 
ЖЖ 3.1.1. фло f(z); B, C GI DAER Ue 5k nh 


$3.1 8| Ë * 213* 


映照 ,k 为 一 个 满足 < 二 p 志 十 1 的 自然 数 , 则 
z, + аай + e + arzt 
fG- ñ T uU ш е +O(|z|# (3.1.1) 
z, аыл 十 … + aam 

成 立 ,这 里 f ANHA a; (1<G;<n,2<<;<<k) 均 为 常数 , 且 均 满 
E |а|&1. 

这 条 定理 说 明了 : 若 f(z) 是 B, 上 的 正规 化 双全 纯 凸 映照 , 那 
么 了 f 的 各 个 分 量 ,Cj 二 1,…,n) 的 展开 式 的 开始 项 只 与 一 个 变 
数 zj;(j 二 1,…,n) 有 关 . 而 当 p 一 co 时 ,B， 就 成 为 多 圆柱 д". 于 是 
定理 成 为 :车 f(z) 是 入 上 的 正规 化 双全 纯 凸 映照 ,那么 的 各 个 
分 量 万 (二 1,2,…,n) 只 与 一 个 变数 2; GG—1,2, 7 SX. X 
就 是 Suffridge 定理 (参阅 文献 [3. 4j 中 第 一 章 8 1. 1, 定 理 1. 1.1， 
及 文献 [3. 20]). 所 以 定理 3. 1.1 是 Suffridge 定理 的 推广 . 

同时 ,定理 3. 1. 1 也 部 分 地 解答 了 文献 [3. 4] 中 第 八 章 中 的 问 
题 13. 

显然 ,f(z) 一 了 二 是 C" 中 单位 球 p° 上 的 正规 化 双全 纯 凸 映 
照 , 但 由 定理 3.1. 1, 这 不 是 B, 上 的 正规 化 双全 纯 凸 映照 . 这 也 显 
RT 尺 与 如 上 的 凸 映照 的 不 同 . | 

关于 Suffridge 4g 38 Ж AUi 55 {ЕГЭ 5 还 给 出 了 如 下 的 推 
广 : 


定理 3.1.2 # QIC, aE 3 k TAR GARR, 
pl), pu Ge E IT Minkowski 还 函 , 且 除去 一 个 低 维 流 形 
外 ,分 别 是 z,z,- to to HEARN. 35 

KG, 120) = СР Оооо) о Fan, nw) X n 

x Q, — €^ x + x Ca 
为 h х... X G, EMHZ, Н. fO, 7,0) = 0, W] / 为 £2 x 
x4, 上 的 双全 纯 凸 映照 , 当 且 仅 当 
FG, ш) = (4G), Bi) TT, 


* 
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这 里 向 HRA LARERE, 4, 0,77 G=, k) T Ж 
一 个 非 异 的 (ma 4-00 Xm 十 … 十 m4) 的 常数 方 阵 . 

ВЖ, щ 0, 一 … 一 人 = 人 4, 即 单位 圆 时 ,定理 3.1. 2 就 是 Suf- 
fridge 定理 . 

由 于 有 界 凸 圆 型 域 是 一 类 相当 广泛 的 域 ,例如 ,不 可 约 有 界 对 
称 域 以 及 由 下 面 (3. 1. 2) 式 所 定义 的 D, 等 都 是 有 界 凸 圆 型 域 , 所 
以 定理 3. 1. 2 是 很 广泛 的 一 条 定理 ， 

< GERI CA 3. 4] 中 第 四 章 (4. 1. 4) 式 ) 

D, = {z = (z; z.) € Cilul^-4d--:-4]lzl^-«1. 

Ф. Z y 22 +." Z p, 22 |}, (3. 1. 22 

现在 证 明 D, EAR OAAR. 需要 证 明 的 只 是 D, 是 凸 的 . 

XP == (zx, z.) ED, w= (и, шо.) ЄР,, E. q, 为 满足 


+21 G=1, a) WEM, Him Holder 不 等 式 


x 


j-1 


1 
Р: 


z; + w; 
2 


5 я 1 1 5 ^ №; 
< (2 E) dal» + mrs) 
j=1 


A + lwla) 


1 
j=l 2e 075; 
1 < I 
Э a [о |20) < 1, 


8] 777 € D,. 因此 D, AAR. 

定理 3.1. 2 将 在 5 3. 3 中 进行 证 明 . 

在 文献 [3. 4] 中 提 到 了 关于 不 可 约 Hermitian 对 称 流 形 上 的 
pu ЖЕН Ж $ F HE XE RS X —# sg BEC (t, Bl Sc BA 3. 4] 中 的 定理 
1.1. 33; 

定理 3.1.3 Ü X, 为 不 可 约 Hermitian 对 称 流 形 , 非 紧 , 且 
#Е:>2. Ит. X. >C СС" 为 Harish-Chandra 91.4 D A C" 中 
HARIR, /:Х,-> D 为 双全 纯 , 则 f 为 Harish-Chandra ЖА, 
X, 的 自 同 构 及 С" 中 的 仿 射 线性 变换 的 复合 , 即 f S T ° z ° é Él 
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形式 ,这 里 工 为 C* 中 的 仿 射 线性 变换 ,# у X, 的 自 同 构 . 

虫 这 条 定理 ,对 于 秩 之 2 的 不 可 约 的 齐 性 对 称 空间 上 有 有 界 ( 实 
际 上 也 包括 无 界 ) 双 全 纯 凸 映照 已 全 部 找到 . 因此 文献 [3. 4] 中 第 
= $ 3. 4 中 所 讨论 的 典型 域 上 双全 纯 凸 映照 的 偏差 定理 当 秩 之 
2 时 ,就 可 直接 应 用 莫 一 蔡 定 理 得 到 完全 的 解答 , 即 在 文献 13. 4] 
HEAR $ 8. 2 中 的 问题 4 中 所 和 猜想 的 与 四 类 典型 域 的 偏差 定理 


ERKKO = atm), CS) =} a+1),C, (S)=n—1 


以 及 CCS) 一 言 a, 除 去 球 以 及 与 球 相等 价 的 那些 域外 ,都 可 以 由 
莫 一 蔡 定理 来 直 换 证 明 这 些 猜想 是 完全 正确 的 . 这 也 是 由 刘 太 顺 
所 观察 到 并 加 以 证 明 的 . 他 的 证 明 大 意 如 下 

以 第 一 类 典型 域 R, = (Z € C": I-Z 220) (2 msn y 
例 :由 莫 一 蔡 定 理 ,应 用 华罗庚 的 一 些 经 典 的 结果 中 ,可 得 : 当 秩 
22 时 ,R1 上 的 正规 化 双全 纯 吓 映照 一 定 是 2079 —P 2) JE 
式 ,这 里 PER;. 对 此 种 形式 的 映照 直 换 进行 计算 ,立即 得 到 : 


Па + А" |detJ4O(C | < Па ces, 


这 里 IATADe ‚>®Ы>»0 为 Zz 的 特征 根 的 正平 方 根 (参阅 文 
АСЗ. 4] 第 三 章 § 3. 4(3.4. 3) 式 ). 因 之 , 当 25min 时 ,C1(5)== 


Lom. 同样 的 方法 可 以 由 莫 一 禁 定 理 , 应 用 华罗庚 的 一 些 经 


典 的 结果 ,得 到 第 二 、 三 ,四 类 上 典型 域 上 正规 化 双全 纯 凸 映照 的 偏 
差 定理 的 精确 形式 (与 妹 相等 价 的 域 除外 )， 

但 是 对 于 秩 为 1 的 不 可 约 的 齐 性 对 称 空 间 , 即 球 的 情形 ,就 没 
有 这 样 简单 了 . 

Barnard ,FitzGerald У Æ F (XE 5 — 2 时 )、 刘 太 顺 (在 一 般 情 
形 下 ) 证 明了 如 下 的 结果 ( 见 文献 [3. 1]. [3. 12], [3. 4] 的 第 2 XE 
§ 2.1): 

若 f(z) 二 z 十 (zAlz',…,zA"z') 十 … 为 В" 上 正规 化 双全 纯 凸 
BR HE, f B'E ,这 里 A'— (аш) усул G 152, ,2), 则 对 所 有 的 


` 216 - HIE тын 


z€ B" ,# 
a — |= Des: Q + Jepe-*E 
(1 十 [а ete S [detJ (| < d [е pez" 


(3.1.3) 


式 中 CCGS) 一 sup | | Da 


:了 为 召 上 所 有 正规 化 双全 纯 凸 映照 |， 


ава Т. 1 себуі X2 D H ga cs) = 
n4-15: 


? .最近 Pfaltzgraff 与 Suffridge 给 出 了 反例 所 加 ,说明 上 述 


猜测 不 成 立 . 在 Š 3. 4 中 将 给 出 这 个 反例 . 这 就 否定 了 文献 [3, 4] 
ФАЛ ж $ 8. 2 中 问题 4 的 前 半 部 分 .CC(5) 的 精确 值 至 今 仍 是 一 
个 未 知 数 ， 

但 是 佘 其 煌 、 王 世 井 与 效 界 全 5 给 出 了 怎 阵 形式 的 球 上 正规 化 
双全 纯 是 映照 的 偏差 定理 (参阅 文献 [3. 4] 中 第 三 章 $ 3.1). 

车 f(z) 为 В" EEREN аура 8, f: BC, Д] 


it 2 2 
[i Iz Llc e zz) JAY < Ee (3. 1. 4) 


n+l 


1+ jz| 
成 立 , 式 中 
= e| Ie» re, 
G (g£; isi. jen q = |z [5 T 
29 B" 的 Bergman ERER. 
上 述 估计 是 精确 的 . 


歼 界 与 刘 太 顺 中 将 上 述 结果 推广 到 了 一 般 的 有 异同 圆 型 域 
E 这 是 充分 应 用 了 有 异同 圆 型 域 上 的 增长 定理 mE RE E CHR 
{ТЕ $ 3. 5 中 证 明 这 两 条 定理 . 

关于 全 纯 映 照 成 为 凸 映 照 , 有 如 下 的 判别 准则 ,Kikuchi EX 
献 [3. 9] 中 证 明了 ， 

车 f: BoC 为 局 部 双全 纯 映照 , 且 /(0)=0, ув" E 
的 双全 纯 凸 映照 , 当 旦 仅 当 


$3.1 引 = +217, 


i> Re [277^ G) d coe mo (3.1.5) 
对 所 有 的 zE€ В",аЄав" 者 成立, 这 里 za 为 列 向 量 , H Reiz а) = 
0, 
3*f, 


(z)a;a; 
df oet = — | (3.1.6) 
че : š .1. 
2 serae) 
ЖАЮ. E RAOT : 


BERME WS A B ЕВА, НИХ 
Iw, dw- ӘФ. 
151 十 ыр Өш . arit. pm zl Zo (31.7 
对 所 有 的 z€ B", b= G5, 0.) ЄС", B. Re (zb!) = 0 都 成 立 ， 
RP w= f(z)== (ww, tw.) 
不 难 证 明 : 这 两 个 判别 准则 是 相互 等 价 的 . 
RREA O LEARE АЈ в, Е, НЕНТ: 
# fp 守 2,f:B, 一 C' УЭ В, 上 的 局 部 双 余 纯 喘 照 , 且 70) 一 0， 
У B, 上 的 双 余 纯 凸 喘 照 , 当 旧 仅 当 


ыч — im [o Ra 


А ‘p 
+e] PI 9.2, |а", бз, | > 
ij. pY 


а =s д zy 2. д xo; 2 10; 


== з |z |? ET 
对 所 有 的 z€B,, b= (hsbs ЄС", H Яе > pm b, = Ü 


都 成立, X IË w— f (z)—= ww. 
而 (3.1.8) 又 等 价 于 


R n £p 
2l |z 2—2 15, |*4- E — 122 mr a) 


k=1 
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|z。|* az , ^w 
Е el >) ж, ди; “3 2,9 z TEPUS = 0. (3.1.9) 


vw i. 


显然 (3.1,8) 为 (3.1.7) 的 推广 , (3,1.9) 为 (3.1.5) 的 推广 .以 上 讨 
论 的 都 是 凸 映照 ,从 这 些 讨论 可 以 看 出 :对 凸 映 照 的 研究 已 愈 来 您 
完整 . 关于 星 形 映照 , 则 有 如 下 的 一 些 新 的 结果 . 

А) KN {ЕГ ЭҢ ОА T 863 ЖОЕ ЖН ЕЕ ЗЕБ W ñb 8 
长 定理 如 下 : 

定理 3. 1.4 Xp O5 C" 中 的 有 界 星 形 贺 型 域 ,其 Minkowski 
ZEO 二 inf [C>0: 去 EQ) 除去 一 个 低 维 流 形 外 是 一 阶 连续 
' 可 微 的. E f z) ..Q— C* 为 2 上 正规 化 双全 纯 星 形 映 照 , 则 

ty < p(/ G)) < ad (3.1.10) 

以 及 


aii s IG» | < а=» (3.1.1D 


RESP, Н.63. 1. 100 55 (3. 1. 11) 相 互 等 价 , 即 从 一 个 不 等 式 可 以 导出 
另 一 个 不 等 式 . 
由 (3.1.11) 即 可 推出 


fo +a. (3.1.12) 


由 于 典型 域 以 及 
E,— {z = (,-:,2,) € Cr, |z, |^ + 
+ jala < 1,b 22 + Z p, > 0} 
都 是 有 界 星 形 圆 型 域 ,因此 文献 [3. 4j 的 第 七 章 中 关于 典型 域 及 
B, 上 的 正规 化 双全 纯 星 形 映 照 的 增长 定理 与 掩盖 定理 都 可 由 此 
概括 , 当然 ,定理 3. 1. 4 的 证 明 的 基本 想法 是 与 文献 [3. 4] 的 第 七 章 
的 定理 7. 1. 1 的 证 明 是 一 脉 相 承 的 ,由 于 有 界 星 形 圆 型 域 是 一 类 相 


(D Minkowski 泛 函 一 般 只 在 平衡 凸 域 上 定义 ,在 这 里 仍 沿用 这 个 名 称 ,这 也 可 称 
为 距离 函数 101, 
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当 广 泛 的 域 ,因此 定理 3.1. 4 基本 上 回答 了 文献 [3. 4] 的 第 八 章 
8 8. 3 的 向 题 8C3)， 

定理 3. 1. 4 将 在 5 з. 6 中 给 出 证 明 . 

在 证 明定 理 3. 1. 4 的 过 程 中 ,将 证 明 ; 假 设 如 定理 3. 1.4, 则 有 : 
对 所 有 的 z€ ñQ, 


Re [2269 55 Gyr] zo G. 1.13) 


成 立 . 

也 就 是 说 : 若 吕 为 有 界 星 形 圆 型 域 , Н Minkowski zz K 
plz)EC'( 除 去 一 个 低 维 流 形 ), E f: G—= C" 为 正规 化 双全 纯 映 
HR LU C3. 1. 130 XE 成 为 星 形 映 照 的 必要 条 件 ， 

(3. 1. 13) 是 否 也 是 双全 纯 上 映照 成 为 星 形 映照 的 充分 条 件 呢 ? 
回答 是 肯定 的 ( 见 文献 [3.7]). 这 只 作为 文献 [3. 4] 中 第 六 章 定理 
6. 2. 1 的 一 个 简单 的 推论 即 可 得 到 ,f 只 要 求 是 在 2 上 局 部 双全 
纯 . 这 一 证 明 将 在 $3.7 中 给 出 . 当 域 为 有 界 凸 圆 型 域 时 ,这 个 结果 
已 由 林 运 泳 与 洪 逆 以 及 陈 正 所 证 明 ( 见 文献 [3. 11] 和 [3.21) ,而 上 
述 在 有 界 星 形 圆 型 域 上 全 纯 映 照 成 为 星 形 有 映 照 的 判别 准则 又 推广 
了 他 们 的 结果 . 

不 仅 如 此 ,在 $ 3. 7 中 还 一 般 地 讨论 了 一 域 上 全 纯 映 照 成 为 星 
形 映 照 的 充分 条 件 与 必要 条 件 , 并 县 指出 ,以 往 已 知 的 大 部 分 结果 
都 可 由 此 推出 ( 余 其 煌 , 王 世 坤 707). 

从 上 述 的 这 些 结果 可 以 看 出 ,经 过 大 家 的 努力 ,在 短 短 的 几 年 
中 ,文献 [3. 4] 中 的 一 部 分 结果 ,得 到 了 很 大 的 推进 ,使 这 个 方向 的 
工作 日 趋 成 熟 . 


$3.2 Reinhardt 域 B, 上 双全 纯 凸 映照 的 展开 式 


引 理 3.2.1 X fi:B,-C (p2>>1)25 B, 上 的 正规 化 双全 纯 
凸 上 映照 , 则 对 任意 的 CA, As,… AD ER", 有 不 等 式 


* 220 - 39 3*X "MEUS RUE 


Aizi 
А? 
Re 286) is + J7 6) EA) Ax) 20 (3.2.1) 
= : az 
Ai. 


对 所 有 2 = (zi pr. Za) € B, 都 成 立 , 这 里 


ec) = (Diary, 24 = (226.25), 


B z, 
PF,- e. 2 
PE GO CAD = = 322 - GO Am A 
SANER. 
证 令 
afleg r,e) + fleg p зет) 
Sfi WE o Eae "2 
Ga, C2) == f [ 2 | 


Wi] G4, 8,» В, Сал, (0) = 0. 由 文献 [3. 4] 中 第 六 章 $ 6. 2 的 定理 
6. 2. 2, Ga, (z) жй {ёЄС";р(ё) < (2) ) 之 中 ,这 里 


ес = ll, = (231). 
j-1 
由 于 P8 An (ECC o0 ср) 在 边界 点 = 的 法 向 量 , 且 由 
于 о 为 实 函数 ,由 西域 的 几何 特征 ,得 到 


Re (25602 | Rel EEG) | , 
Jz dz 


yc Bp 
Re [240 [= G,,G)1|z 0. (3.2.2) 
经 计算 可 得 
Aiz, 
1 | | Aiz: 2 af 
Сл. б) = z — z „ БЫРЫ! zaa) Az)? і + ol). 
Aiz, 


将 上 式 代 入 (3. 2. 2) ,然后 在 (3. 2. 2) 的 两 端 除 以 姑 , 再 令 10, XE 


$3.2 Reinhardt Ж B, LXX Pli C Be NES EE SX -221° 


得 (3. 2.1). 

引 理 3.2.2 车 e. (2) = (а 4-4 |z, [^0 (923 c" 
中 B,Gn) 的 定义 函数 ，f:B,《m) 一 C” ФИН. Н 

AP" (e) f(z) = 0. 

这 里 了 了 为 列 向 量 , 则 /==0. 

证 由 po.(z) 的 定义 知 : 

РД (z) = Gaz + * + GUEST. 

对 zj(j 二 1,…,m) 求 导 , 就 得 


poi) 2t = Bub. 
W S= s Bu Ж ЖЛЕ 
Suis уу) = o. 
在 上 式 两 端 对 zi R12, 00 ,得 到 
Bab xb a) == o. 
因此 0) =0 (#=1,2,+=,т). Hl / (2220. 
现在 证 明定 理 3. 1. 1. 


ЖШ п= 2 的 情形 : 
显然 
2262) m TE^ |z] z. |: ^ 2z,). 
于 是 (3. 2. 1) 可 写成 
asd. dh 
(|z, |2 2z , |2, |" 2Z,) д z; д 2, 
2 P 2 Р 
Ai |zi +A} |z: |*+ Re E e Ld c 
дж, дж, 
2А 2:52, Z aet 
zi 
s: > 0, 
xi QA + 25 2 А.А, + 5 б „Аш 
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于 是 可 以 证 明 : 
CD 对 于 任何 固定 的 z;， 21 一 0 是 (z: 的 ?全 纯 函 数 


BLZ z) == 2h Ja 0585 2f, 952 (924) = 21 (zy Pfa Z a) 


ONRAN, k—1 hs 
2》 对 于 任何 固定 的 zx 2; —0 是 (z* 的 ) 全 纯 函 数 
Pfi 25 


h(z,,,)— B z, 2 Je Jz (m) 一 az, t0 TR az) 


(3. 2. 4) 
的 次 数 至 少 为 天 一 1 次 的 零点 . 
HERRERO: EPR, a= 028 g 0 m COSE m — 21K 
FA, FË m- 2x p. W g (zi z.) = Tpl sz) W 9(0,2,250. 
在 (3. 2. 3 HL 4: 一 1，4: 一 0, 就 有 


2 s 
|z, |”—+ Resin |” =, 


аЛ, Sf. _ af, Pf, 
+ dsl s( $525 az, 24] =n. 


在 上 式 两 端 除 以 [21 |772; Be zÜ, 就 得 


els |z „=н о, e > о 
对 所 有 0€ R RRX AZ 90,20 — 0. ФЯ. 这 就 证 明了 
CD. 用 同样 方法 可 证 明 (2). 


在 (3.2.3) 中 取 A = |z, |°, A, — 1, 3X HL a ORE Е, 


n 2 fi. Ф _ ӘЛ, 2 f, ) 一 2 „2 
el 21s ^na (25. Fade 3534695) Iz” zt 


x hono | + O(|z,|”) + OCIz |?) Z 0. (3.2. 5) 


这 里 h (е, ,2) 由 (3. 2. 4) 所 定义 . 
接 下 来 证 明 : 
(32 对 于 任意 固定 的 ziyzz 一 0 是 (zs 的 ) Фер ра 


$3.2 Reinhardt i B, LXX fh ERE EAF *223* 
a а 
r (z, #2.) = а ,2.) LG Z2) 
-? эл 32,0070 3e а Ej) 


д 218 ж 
ТРИИ А 
(4) 对 于 任意 固定 的 єз, 21= 038 (21) 全 纯 函 数 


S (21 z) = 了 ce »£3) 


2 
722. Gaza) 


2f, 
— Gum) prar) (3.2.0) 
sanasa [E] umes 

用 有 反 证 法 来 证 明 (3); 若 不 然 ，z: 二 0 为 r m КД, 0S 


n«[5]- 1. 于 是 


т+1< [Z \< i Zk- [$]-+-1-] [2]-1] 
=< Ë — 1 — m < p — (1 + m). 
在 (3. 2. 5) 中 选取 a, EE т -1<а<р— Om. TE а> 
ad-1-4-m,p2»ad-14-m. 记 
r(z,,2,) = zz, sz), W) GG, 05 = 0. 
在 (3.2. 5) 的 两 端 除 以 [2,177 77. BRA 0, XU 
| 91e (2 |, | 7**)(z,,0)) 22 0 
对 所 有 оЄа 都 成 立 . 因 之 40.000. S CIF JE. 这 就 证 明了 
(3). 用 向 样 方 法 可 证 明 (4). 
接 下 来 证 明 ， 
(5) 2^ (up =0 É > 2 fi 34 G 0) = 0. 


这 只 要 证 明 其 中 之 一 即 可 ， , 另 一 个 证 明 是 相信 的. 现在 证 明 前 
一 个 ,这 内 要 证 明 : 


atf, 23 
259100,0) = 0 G = 01,2, (3.2.7) 
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即 可 . 
用 归纳 法 来 证 明 :由 于 7 了 是 正规 化 的 , 故 3 丰 (0,0) 一 0, 即 


(3. 2. 7235 j 二 0 时 成 立 . Ж (3. 2, 7) 当 Ox jm 时 成 立 , 将 s= 作 
用 在 由 (3. 2. 6) 所 定义 的 5 (0,2) Е, 84 z, = 0, H Leibniz 
公式 及 归纳 假设 ,得 到 


m+ 
2 (0,0) s" (0,0) = 0. 
21 


g 2,9 27! 


由 于 25.0.01, 063. 2. 7) 24 j=m—--1 时 也 成 立 . 


这 就 证 明了 (5). 
接着 来 证 明 ， 
(6) 270,220, руд; 
а 
д 
这 样 就 得 到 了 
J.G) zı + arzi 十 … + ацл 
fi) т Eo) n С + 45,22 + + ахі 


(5,0020, ІФА. 


) + Oç |z], 


(3. 2. 8) 
这 就 证 明了 (3. 1. DRA n=2 的 情形 . 
依然 用 归纳 法 来 证 明 (6). 只 需 证 明 (6) 的 后 一 式 . 
当 j=1 时 ,在 (5) 中 已 证 明 其 成 立 . 若 | 
27, 
А 9 2j 
щі ть RUE e 35 作用 到 由 (3. 2, 4) 式 所 定义 的 
h(z1,zs) 上 . 由 Leibniz 公式 及 归纳 假设 ， 


(x, 0) = 0 


8 f. a" 
Эт, б ‚0) этн Ge == 0. 
т+1 
ваа 20а, „00960, LM: ETC 由 于 2,0597 AG ys) 的 
2 2 
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# 138 k—1 次 的 零点 ЖОН HAERES ЛЕТИ Z| m=  — 1. 这 就 证 明 
fo. 

在 文献 [3. 4] 中 第 四 章 $ 4. 2p Т.Е A B TUR 
照 的 展开 式 的 了 次 项 的 范 数 不 超过 |z 民 . 因此 由 (3. 2. 85 3518 la] 
X1 G—1,2;,2x: Sk). 这 就 完全 证 明了 定理 3.1.1, 234» —2 的 
TE. 

现在 来 证 明定 理 3. 1.1 当 n> 时 的 情形 

ЭП Ж о z = Cir Zost, Zm) СС", T z" = (zx, "s Zm) И z= 
Gi, E pn 为 C” 中 B, E E X. pg ҖИ 


ә Pm 1 е " mu 
s TG) = ур [а |° 2, , [2 77, Ге |° En) ， 
(3. 2. 9) 
аР (9,2*) = [0,261]. (3,2, 10) 
ах Әх 


# f Ж B,CC* 上 的 正规 化 双全 纯 凸 映照 ， 则 由 (3.2.1) 及 
(3. 2. 9) 得 到 


жес z, lza zn S40) | 


+ Aí|z,]^ + А ||? + ++ + Ai|z.]^ Z 0. (3.2.11) 
在 (3. 2.10 H«C А,=1, А, =: = А,=0, 132] 


Iz | 十 Fel ( |z. |22; , |z; kapun | =。 i? 2 IF C2) 2 cost] 


zo. (3. 2. 12) 
i 
h(z) 
g) 
XH RGO€C, gi —(g;GD.7gG) € C7, Wi] (3. 2.12) А] 
写成 
[zi |^ + Ret |2, |*z;& 2) + Rei (perli Trst, а, l^ 0gGOoszi 
22 0. (3. 2. 145 


2f 


2 zi 


š (3.2.13) 


JF Ce) (z) = 


+ 226 · 35 3* тишн КЫ 


要 证 明 : 固 定 x^ ,zi 二 0 是 glzi,z* ) 的 每 个 分 量 gno (7 一 2， 
2) 的 至 少 一 1 次 的 零点 . : 

用 反 证 法 ; 若 不 然 , 对 所 有 gaz ) 及 所 有 z' (j=2,-,n) 
其 中 z= 二 0 作为 零点 的 最 小 次 数 为 mCOSEIms — 2). W m+ 2 
<p. W glz” ) 一 z?9(z1;z*), 则 ф(е,,2" ){Е B, 中 全 纯 , 并 且 
qK0,z* ) 闫 0 Xd BUR CO, 27 0 € B, 都 成 立 , 对 (3. 2. 14) 两 端 除 以 
[m i"**, 4 z0, 则 有 

"е { (|2, |^7?7z,,*-, |z, [7% „е "+ "*eco,z* у} = 0 
对 所 有 8ER,(0,z" € B, 都 成 立 . 由 (3. 2. 9). (3.2. 100 E E 
di 


д р. - * s= 
Эъ F )@0,z* >= 0 
XB (0.270€ B, dE gir. 由 引 理 3. 1. 2 得 到 pOr" )=0. 导致 


T. 
于 是 ,由 (3.2.13) 即 可 得 到 : 


S ost) ZA ue ) 
>f h(O,x*) af 
2(0,z* 0 = (0,z") 
aeo pues 9 jesse 92 
. 0 ` 
2 f, + afn * 
25200 ) Ja uut › 


700,2) 1а fO) 
HEER A's) | 一 与 


由 于 (3. 2.13) ,有 
Sf, _ "E m h + Уа 


(ў = 1,2, '.,а) & 


д zi = 54, 
已 证 gziizz' zt 固定 时 ,zi 二 0 为 Sk Bx Е—1+Х 的 零点 . 故 
2 aae )— Pu УВ бу," ) 


当 >z" 固 定时 ，z: 一 0 为 其 至 少 & 一 1 次 零点 、 因 此 
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a LE ) 3 f; 
1 


3z, x “) 


аја: 2р 
2 =, (zy, z") 


P ү Pen — EI 


- d 
Jz 
3 z" АЕН, z—=0 E ЖЛ k—1 次 零点 . 这 里 j= 二 2,…,n. 于 
ЖЯ. 
CO 对 于 任意 固定 的 >” ，zi=0 JE Gal ФЯ 
2f, 8 f, a f, 


ag em) 一 дк? (x ,z') az 6924") 


G = 2,2) 
的 次 数 至 少 为 一 1 次 的 零点 . 
将 z,(&=2,-- :22) 蔡 代 Жїз 上 述 结论 仍然 成 立 《对 了 照 п=2 时 
的 (1) 与 (2))， 
在 (3. 2. 11) 中 取 Ai =1, Aj |z |”, A;=0 щі j BF, RP 
а 为 任 一 正 数 ,就 有 


Im |” + |z) 1 [2,1^ 


+ elc | 1722, s ler 7738, s [а EDIF ш) 


x B 3 Thai + $4) | iz? 23 +527 G2 [21 аа) | 
J 
= 0. 
А a Ff ре) 
ii Ју" xd s r(z))` 


XE (Л) ЄС, (2) == (rlz) sra (z))' € C". ШАГУ [А] E BH л 
一 2 时 的 情形 (3) 与 (4) 那 样 ,应 用 证 明 (7) 的 福 仿 的 步骤 ,可 以 证 
BH. 

(8) 对 于 任意 园 定 的 x"，zi= 二 0 是 Gao ЕЎ. 
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s= 3 f. E 


x ET ў: — az t )lÍ—c— да, 
一 рн * nim = 2,8,77,m) 
的 次 数 至 少 为 | 7 | 次 的 零点 
将 n= п z， 上 述 结论 仍然 成 立 ( 对 照 xz 一 2 
时 的 C3) 与 (4)). 
由 (7) 与 68) ,如 局 证 明 n= 2 时 的 (5) 与 <6) 那样 ,可 以 证 明 : 


а lel 4-1 fn 
(9 3 z9 x22 =% 


RENEK, |а| =а, tH Ha 因此 
P 


PT 


(zi z*) 


—0, a—(a, 7,2), а,220 (j—2,*- ,п) 


20") == 0 (m = 2,3, ,п) 


《对照 一 2 TE 


a!“ J G0) 
йо PA 


为 非 负 整 数 , |a|==az 十 … 十 ao。 这 样 就 有 
fiG) = z + азай n + аш + ОС ^+). 
同样 可 证 f, GO 的 展开 式 的 前 大 次 项 只 依赖 于 z,，(j 一 2,…,n) 
(对照 x 二 2 时 的 (6)). 
这 就 证 明了 定理 3. 1. 1. 


==(), а= (e, +++ Q.) а;220 《7 一 2.… 3) 


53.3 双全 纯 凸 映照 的 分 解 定理 


Š 3.1 中 的 定理 3. 1. 2 是 下 列 定理 的 一 个 推论 . 

定理 3.3.1 # Q CC", CC 为 有 界 凸 圆 型 域 , р, (2), 
pzaCw) 为 它们 的 Minkowski 泛 函 , 且 除 去 一 个 低 维 流 形 外 ,分 别 是 
х,= Ë ww BI ЖШ РЕ ҖИ. E Siw) = (f, (хош) fim wax 
>C X С» {2 Xf2, 上 的 全 纯 映 照 , 则 f 是 一 个 正规 化 双全 纯 
fh ВЕН 5 НУ ц 7 (ео) = (4, (2), (10)), 2 HE. é, ; 0, C^ 51% 
0, G=1,2) БЕЖИ ВЕ Я. 
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为 证 明定 理 3. 3. 1, 先 给 出 下 面 的 Schwarz 型 引 理 3. 3. 1 ,这 条 
引 理 也 可 从 Banach 空间 的 单位 球 上 的 Schwarz 引 理 直接 推出 ( 参 
阅 文献 [3. 3 D. 现 给 出 另 一 个 证 明 如 下 : 

引 理 3. 3.1 ÆA AC 中 的 有 界 凸 圆 型 域 ,p(z) 是 它 的 
Minkowski #5 6. Ж f: Q— Q 3 Q БЕВ, o=o, WI 
PSSE) 对 所 有 zE 0 KRL. 

证 记 4 为 C 中 单位 圆 盘 . 固定 2 中 的 一 点 z, 记 o0 = 
26,564. BT ADTA, А 07S. [N jt, eGaAY C C- 
£2. 以 下 证 KOSA. 用 反 证 法 :如 不 然 , 则 存在 ro (0<<ro<<1) 使 得 
MO rn. ngo mii ror <l roA ER. i pla) 
=rglz) FE Y, PA 在 О 中 不 是 相对 紧 的 . 由 于 pC34)CCn 


且 吕 是 星 形 的 , 故 
g@,(ƏA) = гад) СС 02, P4 0 e r < 1. 
于 是 U Ф094) СС 0. 
Qar] 


由 四 域 为 全 纯 域 以 及 全 纯 域 的 解析 圆 盘 的 性 质 ( 参 阅 文 献 [3. 10] 
中 的 定理 3. 3. 5) 得 到 uU AOC. FATA. 


EFDA, Еф X p(z) 的 定义 , 即 得 J£ «a. E 
此 p(f GIC sen. cl 18 mar. 取 极 限 ,上 式 对 
z€ G tb Bb Ar. 在 上 式 中 以 zz) 代替 = 也 成 立 ， 特别 取 《 一 
pz)， 这 就 证 明了 引 理 3. 3. 1. 

引 理 3. 3,2 1 # GC Cu G = 1, 2) 1 d v8 Bl 3! 3⁄2 , £ 
МіпкожѕКі й p pG = 1,2)ËR EARNE 5b. RR — ИЕ 
偏 导数 . 若 映 照 

v(z,uw,t) = ( 


vii wt) 


}:0, х 0, х [0,11 


—£0, X 0, 满足: 
O BDE t, vzw dÆ z, ЙЧ ИВ ВЕ; 


G, (z ut) 
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" © 0 
(H) vw o=] | * «c«0,0-| | ; 
w. 0 
Ë |- кону. 
(ш) lig 09 ® +, _ йы | 
т d Qz,w) 


存在 ， 则 除去 一 个 低 维 流 形 外 ,下 列 不 等 式 : 
Re [7 GP G ae) | 2 0XERUR. ри Co) Sp GOTB Gesn s 


Ne [2/5 cu) Qo) | >0 对 满足 р. GO pa Cu E Ga) 
莉 成 立 ,这 里 z€ Q, ЄЙ, HAARR. 而 
PP (ac [25 ee 220), 


Раи == (5 224 (w ys эю, б. 


证 由 Minkowski Z7 ЩЕ X, vr BD 8 $0 02, x 0, 的 
Minkowski ZZ РЁ p (z 2) 
pG,w)- max(p,G), p, G2). 

由 本 引 理 的 假设 及 引 理 3. 3. 1， 得 到 

max (pi (01), р, (0,)) <ç max(p (z) ,p(tw)). 
Ж раби) <р, e), WA 

vuG,w,t) € (€ € С"; р (Ё) < р, (2)}. 

ШЖ ЄС", ШЫ A— (6€ Ci i р, CO <р, GO) 2 Pdl. ix uj uE BH 
如 下 : FECA, $€ A, nl 

A Sth) Ф) + pE) < рб), 


ш re A 因 之 ,4 Эрт. E A A 在 边界 点 = 的 法 向 


量 ,而 加 为 实 函 数 . 由 廿 域 的 几何 特征 ,就 有 ;对 每 个 满足 ps(w) 
plz) 的 W s» 有 


Ste SE Gv Gut | < Re |S HON 
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成 立 . 于 是 由 条 件 Ош), 34 pw) p (z) 时， 有 


э {2 p (z) 


Jz (2 一 бо) 


m zo. 


эе [2156 G ло) | — lir lim 


同 祥 可 证 : 当 pi (z) p: Ge) Bb, 
Re (25€) QG uz 0 


引 理 3. 3. 2 证 毕 . 

引 理 3. 3. 3 ЖУ, VJ С" Ф, 0€ V.CV,, ESH 
у. Е, На) (0) —0; GD 9te/(22z20 TE V, ERL, 
WEVE f=0. 

证 在 VV 中 取 以 0 为 中 心 ,r 为 半径 的 小 球 B'"CO D CV. Fin 
定 一 点 z€ B'CO,7). 4 200) = fF) ,EEA, 则 gC《&) 为 4A 上 的 全 纯 
BE. 200) =0, е2 (2) 220,0 £C A. R g (DE EC A Efi 
2E. 因此 G0 m0 ЖЕ B"(0,r) 上 成 立 .根据 多 复 变 数 全 纯 映 照 的 唯 


一 性 定理 , 引 理 得 证 . 
现在 来 证 明定 理 3. 3.1: 
记 正 规 化 双全 纯 凸 映照 为 
ЎР, CG xo) 
(nup Ast , 


这 里 z€ (Q, e€ 0,, ЄС", Ah ECAA. 


4 
А: Ан, Ан 
UA La, rw ED = re úz erw) + fe z,e” о 


这 里 Ai. AER. 于 是 引 理 3. 3. 2 中 对 vC 1o st) 要 求 的 条 件 全 都 
满足 , 经 过 计算 
= 
| T VA,.A, Pa, ‚А, (z,w) Aix 
w 1 
RI ‚А, шо) 2 A 


aa утен 


х X (z,w)Aiz! + 23723 3. uU UA Aszw 


foa aem nns 


* 232 - 第 3 章 芒 映 照 与 旺 形 映照 


十 aie, (3.3. 1) 
这 里 


2 s. x 
2 rune = 2, 354 c Gn, 


2 f "uo 7 af 
Jz ig rm = >>; 3z3w, m (3.3. 22 


з=] т] 
"2 
2o 2to)uw5 = 2. еол. 
在 (3. 3. DPE 4 一 1， А,=0, 就 有 


EN 1 
— 2 


ana aa E 
Q. Gr) M u im 


z 

0 
(3.3.3) 

特别 有 Q... (0,z6)=0. 由 引 理 3. 3. 2, 24 pi GO р, (10) 时 ， 


a 
Rel 3 B Cw) a Gr] = 0. 


在 0, PEE B iB e GO — 2 P GQ, Cu). Q. J = ФЕЙ 
映照 ,因此 e GO dE Q, EE RH ER CLE (0) — OE 25 р, (=) <р, lw) 
BJ Reg (z)20. WH 5|3E3.3.3, S4 z€ BF, g(z)=0. Б. 
M zc, шЄ 0, В, 


P Peru) = 0. (3.3.4) 
w 


Hi (3. 3. 4) 式 ,意味 着 Qi olz w) EE IR EE NR: р, COO pa (2) 
ВЧ Я кЧ w 的 切 空间 之 内 . ЕҢ ké Л, РЕ. ws (ш) 
不 在 凸 域 之 内 , 故 有 

Ps (zo 十 5©),бе,ш)) 22 pow) (3.3. 5) 
对 所 有 w€(,. s€ R 都 成 立 . 由 定理 3, 3.1 的 假设 ,除去 一 个 低 维 
流 形 外 ,可 将 P: Go sQ xw) ЖЕ s=0 处 展开 成 等 级 数 : 


а P: 
2:5 C? 


Рә Сш + 5©), „бе, ) у= р, Go) «(3 Рз Сш), „(е w) + 


д 


$3.3 XX&BkDUA RES ЖЕ HR *233* 


x ©, ind P ECT: (22 w, olz w) 


+25 


TPE (wiol sw) ©, Czw) 


t3 9 Рз zg G) ©, «Gu s * 


4 iA (то)© „(е ,тө) 
+ 33 Са Ë: _GoyQt oz wu) 6), (z tw) 


十 3 3 22 P. GQ, oz 919) ©, „бе, ш)? 


+ Р (w) Qs ru) ны 


Xu КААН ТН s (0221) 的 系数 均 为 零 . 由 (3, 3. 4), 上 式 s 


的 系数 为 零 . 由 (3. 3. 5) 得 到 s: 的 系数 为 ; 


z 
ps ш CORI, o(z ,w)-4- 2 EERON oz ,w) Ога 002,0) 


+ 2 s (uw) Qe m0 (8.3.6) 


H T Qi o Gi rto) E zw 的 全 纯 映 照 , 对 (3. 3. 4) 两 端 求 导 ,就 得 到 


2; (wQ, „Ое w) Q,, píz sw) = 0, 


入 入 (3. 3.6), EE 


Ref аР cwi, om |Z: 


再 次 应 用 引 理 3. 3. 3, 导 出 
22 


3: 00i ox w) = 0. 

应 用 (3. 3. 5), 且 对 s кеа 5 的 系数 必须 为 零 . 如 同 证 
H =° 的 系数 为 零 那 样 , 可 证 st 的 系数 为 零 , ……， 这 样 就 可 证 明 ， 
HA 5 (21) 的 系数 均 为 零 . INI, 
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Po Ge 十 50 (z,z60)) == pw) 
对 所 有 使 也 十 ;Qolz,w) € 0,88] s ØRL. 固定 z€ 1 wE, E 
Qi. (2,0) 750, Bl] ЕИН) s€ R ,使 得 xe Qi „(= лю) АКЕ 
3t ;的 边界 ,使 p(w 十 Qi,o nw 00 BJ 8 TE F EOF 1, КЕ 
P: G). 这 是 做 得 到 的 ,因为 О, 为 有 界 域 . 因此 导致 矛盾 . 所 以 只 
能 使 对 所 有 的 z€ 0, = € O; , 
` Qi nw) == 0, 
1EG.3. DPR А,=1, A;— 60. 就 有 


oa 1 ж 
Quiz jm 
+ 2є T 5221. gww + е5 Je yu ) 

са цә) + z 

= 


TG) 3 316 5231. v Goto)zu + Обе?) 


ip сло (село 


++“ 102,0) a ш)? 


y [o 1o E, tU) 
Qi. oz uw) 


+ OCce) 


M -By a 9590062290210 


-| P) жал sa E -Gwrw 


+0). 
id [552 = JF (z,w) 321 (e ym. 
由 引 理 3. 3. 2,34 biz) p, Ge) 时 ， 
Re e [AWG ew) о 
与 前 面 的 方法 相仿 ,可 证 
а BWG, ew) 三 0， 


从 而 证 明 С. Cz ото) 0. 按 同 样 的 步骤 可 证 G Ce vw) —0. 于 是 


$3.3 Хени *235* 


B d zð w 
tB (3. 3. 2), 3⁄8 f 展开 成 z. ze 的 Taylor 级 数 ,经 直接 计算 ,从 上 式 
可 得 


s Gru) == 0, 
Td 
pom СБ z [p + шз 
fiw) h;G) + giCw) 


要 证 h, Go)==0 5j h,(z)==0. НИЕ h, (220. 而 hi Cw) 20 B šE BH 
是 相仿 的 . 

ХЕ (3. 3. DER w=0, BF Qi o ›те)==0, 314 z€ ЇЇ, yw Ch, 
故 有 


Fg 
$E 315 i Jz? (22? 
= ¿| Eig . (3.3.7) 
210 2 


i Th aya 
由 f(z,w) 的 正规 化 条 件 ,将 到 
JG) 0 
riam: D | 
т Jg GO 9 
sd dois ENT ES |. 


代入 (3. 3. 7) ,经 计算 就 得 


s ag __ аА 
Ja GM ZG) 522 G) = — 


д? 
将 h. GO dE xz 一 0 处 展开 成 稀有 级 数 , 其 最 低 次 数 为 上 由 于 正规 化 条 
VE Rzz2. 在 (3. 3.8) 的 左 端 的 展开 式 中 = 的 最 低 次 数 之 十 1, 而 右 
端的 展开 式 中 z 的 最 低 次 数 为 .这 就 出 现 政 盾 . 因而 hs(z) 圭 0， 


Goz. (3, 3. 8) 
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这 就 证 明了 定理 3. 3.1. 
3 3.4 关于 凸 映照 行列 式 偏 差 定理 猜想 的 反倒 


E (к) = (Аа, 0,24") 4:0 В" 上 的 正规 化 双全 纯 
mph Hg QfIBURC.XH A= Cain (¿=1 |, 2. °... n) ， 则 $ 3.1 
中 (3. 1. 3) 式 对 所 有 的 z € B" 都 成 立 , 这 里 


Ces) = sup| [374 JO В" 上 所 有 正规 化 双全 纯 凸 映照 |. 
这 是 刘 太 顺 中 2 推广 Barnard, FitzGerald ## $16: 5 的 结果 
所 得 到 的 . 8 3. 1 中 (3. 1. 3)? 式 所 反映 的 偏差 定理 称 之 为 行列 式 仿 
差 定理 . 在 文献 [3. 1] 中 曾 猜 测 ССБ) = TE Ge sols. 4] 中 第 作 


xf $ 8. 2 问题 4 前 一 部 分 ). 

最 近 Pfaltzgraff 与 Suffridget* 1 给 出 了 如 下 的 反例 ,说 明 上 
述 猜 测 不 成 立 ， 

他 们 证 明了 ; 当 一 1<z<1 时 ,映照 


1— —E 
2 z' Alz 
— — x : 
es V2 | z' A"z 
(1 — zz,) 1- 
“2 
Za 
1 — zz 
(3.4. 1) 


是 В" 土 的 一 个 正规 化 双全 纯 四 映照 ,这 里 = 与 F. (z) 均 为 列 向 
Ж, A = Gat esca G=1, ° m. 


$3.4 X POBRE ESSI Б | ` 237. 


1 


— 


Hi (3. 4. 1) 即 可 得 到 2, — z + £2 当 1 魏 5; 魏 2 一 1 
01-45 
以 及 а= х. 于 是 
x; — Е а 
> ONDES 
“2 
ГЕ DEUS 
T А(х) = ar 20 ‚ Е AGO ЖЕ —1<х<1 
1 — — 
“2 
"m == / 2 — — > 处 取 极 大 值 . 因此 当 n2 В, 
ae D 3n— 1 
COSER = NN r 
GS) (v m 7 V 2n(n — 1) 
> "+1, 
TH. щх= Мт EAM, 由 (3. 4. 1) 所 定义 的 F. (e) 


就 是 猜测 的 一 个 反例 ， 
在 这 一 节 中 ,只 证 明 当 п = 28, (3. 4. DRE B^ 上 的 一 个 正 
规 化 双全 纯 上 蜂 映 照 . 至 于 一 般 的 铺 形 ,证明 是 相仿 的 ,在 此 从 略 . 


z + 


l ¿z 
s.m co |" yr EOTS 个 正规 化 


z2 


XC SüBR ER. 可 以 证 明 G(z) 在 B? EXE rt 689. 由 С) 的 定义 ,可 有 


25 x, 
1+ , 
Jo (z)= [ V2 7. 
0, 1 
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biis үл 2 ^| 


以 及 z Jo) = | a ,, ) 
Z3 А 
4 
这 里 “一 [二 | ,* 表示 另 一 项 可 不 必 写 出 . h S 3. 1 中 (3.1. 6) 式 知 
dG , 5 | | : 
0 


dz? 
这 里 a [^] EC 为 一 列 向 量 , 且 |al 一 1 及 Me (z'a) o. 
于 是 有 
Re (22:6) Sse) = ue c 21а, | |а, а АИ v2 
2 i+ Zz 


_ || 
“2 vz 


T 


ж o<;<—L_ 中 的 


RER Z jla|=1, z€ B 1 K 77 


= НОК ХИ. 


Hi Kikuchi 的 目 性 判别 准则 (3.1. 5) 可知 GGO TE. В? l E: mr 
的 . 


车 一 1 过 zz 之 1, 则 ge) = | € Aut (B°), 这 将 
x 
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| И 映 为 原点 . ВАЕ Gg GO] — GEgQD ] 在 B° ЕН ЭХЕ 


1 
1—-®) я ах, Ee spna 
| Ni мш 
(I — zz»? ER 
¿“2 á 
(1 一 xz, 
1 — xz; 
经 过 正规 化 后 成 为 
了 
sb V2 | A 
(1— zz)? . c ; ж! Alz 
x = 1 >= = , 
ке; " anuo 
zz 
1 — zz; 


(3.4.2) 
当 一 1<<z<1 时 ,(3,4,2) 是 号 上 一 个 正规 化 双全 纯 凸 映照 . 


在 (3.4. 22 RB += «2-0. 914---, MUJ 


1 
оган? = 
а + а= z + [ET 
1 


- w> 
= 1.535 > 3. 


BG. 4. 2) 中 z= / 2 —+ AN БЕЙ. 


$3.5 HAS ERU EXC bli R 
的 增长 定理 与 偏差 定理 


在 文献 [3. 4 的 第 四 章 中 ,讨论 了 全 纯 凹 映照 的 增长 定理 , 当 
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区 域 是 球 或 典型 域 时 给 出 了 精确 的 估计 ; 当 区 域 是 B, 时 ,只 给 出 
了 上 和 界 的 竺 计 . 

最 近 , 刘 太 顺 与 任 广 斌 号 给 出 了 如 下 的 十 分 一 般 的 增长 定 
JE. 

定理 3.5.1 若 吕 为 C" HARCANIR, Н Minkowski 22 6 
plz) 除 去 一 个 低 维 流 形 外 是 一 阶 连续 可 微 的 . # f(z) :2 一 C* 为 
如 上 正规 化 双全 纯 上 是 映照 , 则 


_ plz) — Pb (z) 

I + рау S 2460) < 1507 (3.5.1) 
以 及 

də] _ z | 

1 T pG < < fex d 5 (3. 5.2) 
成 立 , 且 (3. 5.1) 与 (3. 5. CREDO E 个 不 等 式 可 以 导出 另 
一 个 不 等 式 . 

由 (3. 5. 22 Вр E 
уеп) > ia. (3.5. 3) 


t RCC, HOER WME 0 不 是 止 域 ,一 般 来 讲 , 在 ERF 
fr fe PB FG, ,所 以 定理 3. 5. 1] 是 一 条 十 分 广泛 的 定理 . ЭЁ, В, Р, 
及 有 界 对 称 域 的 Harish-Chandra 实现 都 是 有 界 四 圆 型 域 ,所 以 
(3. 5.1)、(3.5.2) 及 (3. 5. 3) 都 成 立 . 

下 面 证 明定 理 3. 5. 1. 先 证 明 两 条 引 理 ， 

引 理 3. 5.1 3E A— (ЄС. |CI 1 HEBEL g AAE A 
上 全 纯 函 数 ,而 5 一 1 不 是 &gG) 的 一 个 奇 点 , 且 g(1) 一 1,g(D) 一 0， 
W g' CDI. 

证 从 全 纯 函 数 的 导数 的 几何 意义 , 即 得 g^ (12220. T JE H 
Schwarz 引 理 ,有 


g (1)= r| = lim k L| > tm lim Llew 


"em 
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5[f83.5.2. 3; QC C" 为 一 个 有 界 凸 图 型 域 .其 Minkowski 
ZA p (z) 除去 一 个 低 维 流 形 外 ，p(z) EC'. 若 f(z) 是 全 上 的 一 
个 正规 化 双全 纯 凸 映照 Wil 


PO PU < 29e [220077 c0 |< PN + pte» 


(3. 5. 4) 
对 所 有 ERRE. 
证 由 (3.1.13? 可 得 关于 全 纯 映 照 是 凸 映照 的 一 个 判别 准则 
《参阅 文献 [3. 21]) 


Re | 563 jj Lf) — £421] 2.0 
对 所 有 2220, z€ G, EARR, S 
AG) = ЁС уау (а), 
Ji] HH BJ ph FER AU ME Д) Re (0220, & 


== 3 bey 
аэ = à 3:004; (z) f G2) 
d es 


2Reh (=) — 2 P ()J7 Gf G2) 


QE EA, W g;A—AJE E aE, Н 600) —0,£—1 
不 是 g OD BOE Lg CD =1. B 3| E3. 5. 1, 可 得 
— д 2p 
кз 9 22) + AG) Eae 
h (е) GO» 


1x g5- 


2 2 P ae Re hiz) 
_ 3z 
lalz) |? 
于 是 EG 是 一 个 实数 ， 而 由 p 的 定义 可 知 


(3.5.5) 


2 2 P) == 23ie (а) = po, 


Ei (3. 5.5), 8 
p Geh (x) Z Al) |. 


* 242. Wap пй 5 EB Sq 


ЖЫП 


= 2 


ho = p 


H AGO 的 定义 ,这 就 是 
|z 2 962 7G) G) — рб) 


= A (z). (3. 5. 6) 
今 z BTR 2° E30, 则 (3. 5,6) 成 为 
2° foe") — 1| < 1. (3. 5. 7) 


由 于 假设 f(z) ЖЕ 2 E498. Br DL (3. 5. 7) 是 有 意义 的 ,在 (3. 5. 7) 
中 以 ez RAS z" , 则 得 
Ë 8 p ) Jp ez ех") 
az e’ 


jea 


由 单 复 变数 全 纯 函 数 的 极 大 值 原理 ,不 等 式 
|29587) Ја) Са‘) _ | ы: 
z [d 


ЕСА ВРВ T.H Schwarz 引 理 ,有 
Ë Ipe) Ју Gast) 
EF: £ 
对 所 有 《上 E4 都 成 立 . 这 是 因为 
[фу = z3 PG | z Че m 


-a| «ui (3.5.8) 


ЖА Кта, Н 100) —0. 
WIE— z€ 0, 250, 4 = су, WÜ z" € ən, ХЕ(З.5.8) 


中 取 *" у, t= p (<) ,就 可 得 到 
222(2)J; GG) — рО) | < (GG, 


ТТЕ HE BI RT UL Sp G. 5. 4). 
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有 了 这 两 条 引 理 ,就 可 以 证 明定 理 3. 5. 1 了 . 不 妨 假设 f(z) 在 
万 上 全 纯 , 否 则 ,只 要 考虑 二 (sz)，0<<s<1， 即 可 ,然后 应 用 党 
规 的 极限 过 程 即 可 . 

令 z(t) 一 入 LILtFCz)]， 0=< sl, MU 


dece) - lg; GO)fGq» 


以 及 
ар(=()) а dzG) 
"de 7 296 (22 0) d 


三 2922 G0)J7 аР) | 
成 立 . 于 是 由 引 理 3.5.2278 


ipi) 一 peapa PEW 


< IPEA + 62090). 


(3.5.9) 
将 (3. 5. 9) 两 端 对 :从 e COE 1238] 1 82 М8] f 


гї рә «ute» 0519 
以 及 
px) — plz(e)) 
1— BG) “ ell — pGC)OOY 

令 e->0, 就 得 到 (3. 5. 1). 利用 文献 [3. 4] 中 第 四 章 的 方法 , 即 可 证 
明 (3. 5.1) 与 (3. 5. 2) 是 等 价 的 ， 

在 定理 3. 5.1 的 基础 上 , 刘 太 顺 与 效 异 5 将 球 上 双全 纯 凸 映 
了 照 的 矩阵 形式 的 偏 益 定理 (3. 1, ОГ ГАЯ Б.н 
用 的 是 Carathéodory 度量 与 Kobayashi ЖЕ. 我 们 所 采用 的 是 
Krantz 5" rh HEE., 

定义 3.5.1 XP AGC jig. sg О Ef Carathéodory 度量 
的 无 穷 小 形式 (或 称 之 为 Carathéodory 半 范 数 ) 为 F.: Q >x C'— 


+ 244 ° 第 3 章 гүйз E EB SS 


R, m F.(z,8)= sup |f. (&) |= sup \ 582 ‹юё,| ix гє 
e Ls ESE 


BADER f Ж О F 22k ia og O) ph X С" PARR В" rh. 

定义 3.5.2 # OCC" 为 域 ,定义 人 上 的 Kobayashi 度量 的 
无 穷 小 形式 (或 称 之 为 Kobayashi 半 范 数 ) 为 Кк. QXC'-—R ij 

Ёк(е,Ё) = sup [asa > 0,J,(0)e, = š! ; 
kc 

这 里 /ЄПСВ") 表示 f Ж C 中 单位 球 B^ 上 的 全 纯 映照 ,将 В" BR 
ARLA P, e—(0,0,:,0'€c. 

TÆR FHAR, 

定理 3. 5.2 #0СС' 是 一 个 有 界 西 圆 型 域 , 其 Minkowski 
ZK p(z) 在 人 上 除去 一 个 低 维 流 形 外 是 一 阶 连 续 可 微 的 . 若 
F: ОЭС 为 0 上 正规 化 双全 纯 西 映照 , 则 对 每 个 zE€E 及 列 
п ЄС", Жа 


1 — PO) рву < pU GOD) < AF G. 


1 + рб) 
f (3.5. 11) 
成 立 , 这 里 
F(z,€) = Fc(z,€) = Ек(=,&). (3.5, 12) 
24 078 C" 中 的 单位 球 时 ， 
FG.) = FkG,8) = + E. d EE 


于 是 (3. 5. 11) 就 是 (3.1. 40. 因此 定理 3. 5. 2 推广 了 佘 其 煌 、 王 世 坤 
与 著 界 所 5 的 结果 (参阅 文献 [3. 4] 中 第 三 章 $ 3.1). 

现在 来 证 明定 理 3. 5. 2. 

不 妨 假设 f(z) 在 万 的 领域 上 双全 纯 , 否则 ,考虑 二 f(rz)， 
0<r<] ,再 令 一 1 即 可 . 

定员 中 寿 一 点 z( 半 0), 作 一 直线 ,从 f(z) 出 发 ,经 过 原点 
Ж (2) 的 边界 于 点 已 .于 是 在 ӘП 上 存在 一 点 z" ,使 得 f(z* )= 
P. 和 由 于 f(z).O 及 f(x") 在 同一 直线 上 ,和 且 O 在 f(z) 及 f(z") 的 
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中 间 , 故 存在 一 个 实数 A€ (0,1) ,使 得 
АР) + Q — ЭР0") = 0 
成 立 . 由 p(z) 的 定义 ,可 得 
RCC) = (1 — Dplf 2" )). 
由 定理 3. 5.1, 即 有 


2o zd ode 
т Ар > PU G» = (1 — А)рО/(*)):>-у(1— А). 


因此 
1 — eG) 
А> 1 ac (3.5.13) 
4 hew) = F OAF w) + (1 — УС" 0]. 


由 于 了 是 人 上 的 凸 映照 , 故 当 wEQ 时 ，h(w) 是 有 意义 的 , 且 
hDAN K h(z)—0. 

Hš F Carathéodory 度量 的 无 穷 小 形式 具有 收缩 性 质 (Con- 
traction property), 1:27 M.N 为 两 个 具有 相同 维 数 ”的 流 形 ， 
:MN; 则 对 任意 的 <EM REECH 

EC) Jeli x FifGz,£), 
这 里 FEFE 分 别 表示 M 与 N 上 的 Carathéodory 度量 的 无 穷 小 
形式 (参阅 文献 [3. 10] 和 [3. 191). 
由 于 А:0-0,1 А (2) = 0, 
Fé(0,J, 2208) < Fc(z,€). 
由 h 的 定义 ,可 知 Jilz)— AJ (z). 因此 
AFc(0,J ,(z)€6) < Ес(=,&). 
应 用 (3. 5.13) 于 上 式 . 就 有 (3. 5. 11) 的 右 端 的 不 等 式 . 

现在 来 证 明 (3. 5. 11)? 的 左 端的 不 等 式 : 

固定 如 中 任 一 点 z( 关 0), 作 一 直线 从 原点 出 发 ,经 过 f(z)， 
X A( 人 0) 的 边界 于 点 Q@, 于 是 在 ӘП 上 存在 一 点 之 ,使 得 OQ. 
由 于 OAC) 及 sz) 在 同一 直线 上 , 且 f(x) 在 0 与 (Zz) 的 中 间 ， 
故 存在 一 个 实数 kE (0,1) ,使 得 0) = af OD Hor. 于 是 

z = Ж (y) = f OIE). 
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Hi C3. 5. 10048 sil 


A. B) — pO) _ _ — PG) 
2 1c PG) p+ РС (и))) Ec BG) 
2p) 
因此 ©ту бру, F 
ET 1— (c) 
1 Bs YT PD (3. 5.14) 


4 H(W)=f OLA OS w Haf] BUT. f JE ry НЕ, оц 
C€ ORF, Ho 是 有 意义 的 , 且 姜 (OICQ E H(0)==z. 
由 于 Carathéodory 度量 的 无 穷 小 形式 具有 收缩 性 质 , 故 对 任 
ЖЄ, p€ C' ,# 
FeoCGe Ja (0)9) < FcC0,3) 
成 立 .由 五 的 定义 ,可 知 Л (0) ==Ју 6х) (1—0), КЕЩ Fc 的 定 
XB 
(1 一 3) Fc(z,Jz'(z)m < Fc(0,7). 
4 9—J,G)6, FEC, EREA 
(1 一 40Fe(z,£) < Fce(0,J (z)8). 
应 用 (3. 5.14) 于 上 式 , 就 得 (3. 5. 11) 的 左 端 不 等 式 . 
Hi Lempert 的 定理 信守 ,可 知道 ; 当 旭 为 西域 时 ， 
Ес(х,&) = Fk(z,£), 
il fE FCE). 此 外 ,由 文献 [3. 24 Ja] Al F(0,£) = pCED. 这 就 证 明 
了 定理 3. 5. 2. 
定理 3. 5. 1 基本 土 回答 了 文献 [3. 4] 中 第 八 章 $ в. 3 中 的 问题 8 
《1)、(2) ;定理 3. 5. 2 建立 了 用 Carathéodory 度量 的 无 穷 小 形式 下 
Kobayashi 度量 的 无 穷 小 形式 表达 的 偏差 定理 ,一 般 来 说 这 不 能 
写成 二 次 型 的 形式 ， 


$3.6 有 界 星 形 圆 型 域 上 星 形 映照 的 增长 定理 


为 了 证 明定 理 3. 1.4, 先 证 明 如 下 定理 ， 
和 定理 3.6.1 若 吕 为 C 中 有 和 界 星 形 圆 型 域 ,其 Minkowski 证 
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BS p(z) 除 去 一 个 低 维 流 形 外 ,是 一 次 连续 可 微 的 .车 f(z): ОС" 
为 正规 化 双全 纯 星 形 映 照 , 则 对 所 有 的 2€ 078 


Re [ZED erc Ра 0 (3.1.13) 


成 立 . 且 有 :对 所 有 zEQ, 有 


1 + go) 2 p), 1 — píz} 
эбе) ТБ 2 Me |2 Бу ef (ш) |> pG) 1T E OS 


(3.6.1) 
成 立 ,这 里 f(z) 为 列 向 量 , 920) - (200-220). 


证 #05260, iz | = 
分 两 种 情形 来 讨论 2: 
1) z 为 只 的 非 本 性 边界 点 (non-essential boundary point) , tH, 
就 是 说 ;f(z) 和 . 厅 !(z) 都 可 全 纯 开 拓 到 zxo 的 一 个 邻 域 中 . 因而 对 任 
意 固 定 的 rE (0,1) ,fC(1 一 7)f(z)) 也 可 全 纯 开 拓 到 z6 的 一 个 领 
域 中 , 经 过 全 纯 开 拓 ,f(zo} 是 有 意义 的 , 且 f CANFED € G, 
妈 有 : 当 9<r 过 1 时 ， 
pO (G — F200) < 1. (3.6.2) 
将 之 在 > 一 0 处 展开 或 > ЖАЙ. 由 于 
ча = т) (2,)) = Zo 一 JF (х) (20) + Ос?) , 
所 以 由 (C3. 6. 22 # 
эь) 一 2Re {GPTT EDS E) jr + OC) «1. 
根据 P 的 定义 ， plzo) 二 1, 由 上 式 即 得 ; 
Re (52 GJ? a) fG) |> 0. 


由 于 О 为 圆 型 域 , 对 于 每 个 OC R, с, b E О 的 非 本 性 边界 点 . 
于 是 也 有 


By’ 则 z, € a0. 


Ste [EE ev) TF! Gh f) J> 0. (3.6.3) 
由 p《z) 的 定义 知道 :车 :EC, 则 рск) = [z] p GO. НВ 


` 248. Жэй rsBRJS E DS 


ЭР (ет) = et PG, 


记 AQ) = Ёл! Се) зо, t € А. 


这 里 A 为 C чаг UR ELT d C3. 6. 3) 就 成 为 Reh (0 2:0. 由 于 
f(z) 是 上 的 正规 化 双全 纯 星 形 映照 , 故 h(L) 是 4 上 的 全 纯 函 数 
的 实 部 , 即 A 上 的 调和 函数 ,因此 Re QD 2:024 CC ARE З. ДИ [= 
pa), h F ROD а РС) ш деро, ооу 时 成 立 则 由 
Se ER 1.13). 

2) „5 О 的 本 性 边界 (essential Бау point). 由 Krantz 
的 定理 3. 4. 5-7, 3E 20). 上 有 zo 点 的 一 个 邻 域 包 有 本 性 边界 点 . 在 
an 上 选取 z 点 的 一 个 小 邻 域 ,将 其 中 的 每 一 点 部 与 原点 相 联 ,组 
JR C" 中 的 一 个 锥 形 域 部， 这 是 一 个 全 纯 域 . 

对 每 个 国定 的 zxE (0,1)，rE[0,1]， 记 

M EL беа), сех, 


JJ pA, Н 34 > 充分 小 时 ,有 
PaE = tz, + OC). 

ABE Eg Q0 5 8] zz, BB ББ B rh D EE IR ЖОЛ. 于 是 
SC 8 充分 小 ,对 每 一 个 4E (0,0. Є [0.81.9 (AX C D. FER 
f] RES 5| 383. 3. 1 中 那样 ,由 全 纯 域 上 的 解析 圆 盘 的 性 质 ( 兄 文献 
[3.10] 中 的 定理 3. 3.5), 可 以 和 证明: 对 每 一 个 1:€ (0,1) ,rE [0,2], 
A e. CAJ f) FE: MIB IBN. р d xl 
4 t-1, 由 pGOBITERE BUS : 24 |£|<1 FF, 

PET — r) f (tea) X ||... 

РОСО — r)/(z))) < PG. 
上 式 左 端 在 > 一 0 处 对 > 展开 成 每 级 数 , 于 是 


p (zy = zn [52 £047 Gf GOr |+ OC ) < p. 


$36 ЖЕБЕНИ E E ИРЕН НИ 1c x #8 * 249. 


即 得 (3. 1. 13). 
这 就 证 明了 (3. 1. 13) 式 成 立 . 


令 


g(t)=2 


9 PO J£ Gg f (zo) 
t EA 


则 已 知 Neg — 2h (020. Tli g0) = EE ,现在 来 验证 ， 
Reg (0) — 1,24 z€ aQ. 

由 POEL UE € R. , П рах) грба). 在 上 式 两 端 对 
t RẸ, W xo —= z Bpi 


2p Cw) Re РС 


——— = pw), 
BE 

ze (25622 }= 

M Wr £O». 
S w> € ən, 即 有 29 [2282 | „|, 故 9teg (0) =1. 
又 由 于 :车 t= 161е*, Bu 
др др n 
3 z $70) = 3 z ZOE , 
2 T Ge JP Gn) f Cs) 

由 调和 函数 的 Harnark 定理 ,就 得 到 


1+] д} ХА i-r 
Е WEE ze 2Re 35 42277 Ez С$&„) | 22 [| 1+ iel 


2c бз. 6. 1). 
下 而 应 用 (3. 6. 1) 来 证 明定 理 3. 1. 4. 
记 


(ш = f (GfG), t € (0,1). 
zD 00.1) 映 为 2 中 一 条 曲线 ,成 为 ODD PERSEO Ж f(z) 的 
直线 用 广 ! 映 照 后 的 象 , 即 可 证 明 : 
(1) f(x Q0) = (е); 


+ 280 + 第 3 章 пеш 
(2) Jmf eD = Ју aE); 
бз) 90-1 6o) rco» 


(4) E: =/®)-+Ой А 
于 是 


deet» e| SE e» ZE) 


- 25 a£ GO? уо) | | 


dd 6. 1) ,得 到 
1 十 p) — Seo» 1 р(=0)) 
TPED S > > трас) TF OE) 


由 上 而 右 端 不 等 式 ,就 可 导出 ; 


1+ PEDA) ~、 >f E de 
‹ PI HRAD 二 


这 里 670. 经 过 计算 ,这 就 是 


1 一 zz) — р (=(є)) 1 
lg TT = рК ETT PGG)) ? 10 е: 


即 
plz) — pce 
(1— $G)Y * (1— p(m=(e)))2e' 
ibe—0, H pl) 的 性 质 及 zle) 二 ef(z) 十 Ole*)， 就 有 
qs zpQG». 
这 就 证 明了 (3. 1.10) 右 端的 不 等 式 . 同样 可 以 证 明 (3. 1. 10) 左 端 
的 不 等 式 ， 
再 来 证 与 (3. 1. 10) 等 价 的 (3. 1, 11) ; 
4 r—|z|, WJ 


= І ED Gdr, + z; dz,)， 


dp(z)= „ч + sP az). 


§ 3.7 rAX F 2 SELON RETE BRI AAEN * 251 * 


于 是 
(dp,dr) 一 二 29ie de, = Р, 
这 里 《，, Ж Hermifian 内 积 , 另 一 方面 
dpidr) = (和 dr,dr) = Pardo = 42. 


aee, ii 2 -- Or, MERCATUS. SDR f(sz)， 


dico EN PA 
ЖЖ сету WGODU 


由 于 (3. 1. 10) 成 立 以 及 PLS e 1267622) 得 到 


ECJ 
| / (єє) | <z) єх) | (=) 


рб) _ 
сег)“ QUpG Os xS (т — Р) 


. ЁС) | pG) _ 
T lim CPLO le], ， 这 就 得 到 (3. 1.11). 
反 过 来 ,如 果 (3. 1.10 35, WAHIE) | = |z) | 


x PTE RTRA G. 1. 100 , 故 两 式 等 价 - 
定理 3. 1. 4 证 毕 . 


$3.7. 7r- 域 上 全 纯 映 照 成 为 星 形 映照 的 判别 准则 


EL- p NKASS ROMET: F OCC 为 有 界 星 
EARR, 为 2 上 正规 化 双全 纯 星 形 映照 , 则 (3, 1. 132 I. 在 
这 一 节 中 要 证 明 (3. 1. 13) 也 是 局 部 双全 纯 有 映照 成 为 尾 形 映照 的 充 
分 条 件 ( 见 文献 [3. 7 了 ) ,而 这 只 是 文献 {3. 4] 中 定理 6. 3. 1 的 一 个 简 
单 的 推论 ， 

定理 3.7.1 XL 0 3 "НИ ЕР, Н Minkowski iz 
A p (z) # Q EB X: — 4- dE AE ЈИ, di — Bro Sup OE RS. ж 
Je): 0C 为 有 二 局 部 双全 纯 映 照 , 则 соо EX stg 
形 映照 当 召 仅 当 (3. 1. 13) 成 立 . | 

回顾 文献 [3. 4] 中 第 六 章 中 定义 一 域 如 下 : 
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# z€ C", бо) ЕЕ ХАЙ, roA AAR - (0 的 
连续 竭尽 函数 , 旦 只 有 一 个 零点 ,这 样 的 域 称 为 一 域 - 

文献 [3. 4] 中 第 六 章 8 6. 3 的 定理 6. 3. 1 可 叙述 为 : 

定理 3.7.2 ER ACC 中 的 7- 域 ,f 为 到 C' 的 局部 双全 纯 
映照 ,满足 条 件 : 

1. 有 zx C (1,881 8 rG2—O.H f(zo)==0, 而 当 zENN\N{zo} 时 ， 
r(z)2>0; 

2. 对 任意 EN, FE z ЮЕ U. ER f ТЕ U, 上 是 双全 纯 
的 , 且 对 于 任意 EL] OA U, 中 满足 f G0 = (1—2) / (ш) 
€ F(U D BLA MA ra) SrCe). 
则 了 在 只 上 相对 于 原点 而 言 , 是 双全 纯 量 形 映照 ， 

如 果 除 了 只 ЧЕ ЈИ, Се) 是 一 阶 连 续 可 微 的 , 则 
条 件 2 可 以 写成 : 

2. (f7 dr dp) |220. (3.7.1) 


这 里 ecu) = ( zu 11%), тө= (илз), Рт f E U, 
ЕВУ А] CPullback5, 6,229 С" 中 的 Hermitian руй. 


在 定理 3. 7, 2 中 取 r= emoh p(z) 为 定理 
3.7.1 中 的 Minkowski ZZ В. 这 于 条 件 (3.7. DRE. 1.13), 因 
此 r(xz) 满 足 定 理 3.7,2 中 的 条 件 1 及 2". 这 就 证 明了 定理 3.7. 1 中 的 
充分 性 部 分 ， | 

定理 3. 7. 2 给 出 了 r-FEk E Ja PBX ФПИ НЕ ДЇ C4 t ELTE D 
Rip JE 4A f КЩ Н) XE RES HH PE AC FE CIL SCR 3. 71): 

定理 3.7.3 ЖОС PH r- S AARC 的 双全 纯 星 形 
瑞 照 ,满足 条 件 : 

l. 有 zoE, 使 得 +rCzo0)= 二 0 是 f(z6o)= 二 0, 而 且 当 wxEN\{zo} 
H$, r(z)>0; 

2. 对 任意 全 纯 瑞 照 g:iQ—0,.H g Go) — zo Ае B 

r(z) Z r(g(z)). (3. 7. 2) 
于 是 对 于 任意 С0,0< 301, (00) = (1—0) 0), 
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r(z) Briz). (3.7.3) 
如 果 除 了 Q 8]—-^r f 9E Ж #F, r CO JE: — Er xk Sk прек Во, Ш 
(3. 7. DIR SE. 

Ш 8 =Є0,0<А<1. S z,= f (А ()), 63.7.2) ЖН 
r(z)Z=r(z). ВИ А= 1—1, 8 (3. 7. 3). Ero E n ЕЕЕ 
维 流 形 外 ,是 一 阶 连 续 可 微 的 , 则 由 (3.7. 25 EIE АЄ [0,119 

гк) — rj) >o. 


1—4 
因此 
. rlz) —r(zi)) 
Ra peace 
这 就 是 
ағ (2) " dr dz, dr dz, . 
ar = ES du; + SE giis) > 0, (3. 7. 4) 
这 里 w= (xe, ,ttt иш.) = f. 
另 一 方面 ， 


-dr 一 dr | dz, ) 
fà 29e [ DEED 


dm 一 te Уйа), e wÍ [1 5 des). 
因此 
G7 druide = me (4 dr dz, | 


P < dz; dw,” |7 
Hi C3. 7. 4), HIER (3. 7. 1). 

ЗХ ИЕН T E 83. 7. 3. 

定理 3. 7. 2&3. 7. 3 给 出 了 一 域 上 局 部 双全 纯 映照 成 为 双全 纯 
星 形 映照 的 充 要 条 件 . 有 了 这 两 个 定理 ,就 可 以 立即 推出 以 往 已 知 
的 几乎 所 有 的 结果 . | 


1. 车 В, = z = Gem € C'i llel = (X11) «aJ. 
#=1 
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SA, 局 "显然 ,这 是 в, сината, R. 
яж ЛЯН, В, E R. 应 用 定理 3. 7. 2 及 3.7. 3, 即 得 Sut- 
fridge 定理 (文献 [3. 19 D. 由 定理 3. 7. 1, 当 p>0 时 ,定理 也 成 立 . 


| 2. 着 D= [s= Gesn ees Y lala <122> p: > 


im] 


Ра 2.2 p. > ц, 取 02) = DE j^ . 显然 这 是 D 上 的 连续 
穷竭 函数 , 且 只 有 一 个 零点 , 故 马 是 r- 域 ,而 且 已 经 证 明了 ( 见 文 
献 [3, 4] 定 理 6. 2. 2) 若 g (22: D-- D, g (00 —0, lll и) Z-u r2, 
RE и(2) = У) jel 由 此 即 可 导出 у GO Zr GOD. 应 用 定理 
3.7.2 3. 7. 3, 即 得 余 其 煌 、 王 世 坤 . 获 异 的 结果 (文献 [3. 7]). Ez 
正 72 9L Ж У WEBHT i34 pp 2 p,2-1B E 
X HER X, SF. BL AR (F2 p, p, B| ULTRA E ,这 改进 了 余 其 煌 、 王 世 
Hide ST ag d RE ,但 是 由 定理 3. 7.1, 当 р, ZR pump 0B].gERE 
也 是 成 立 的 , 3x X eiit Y REN K Maie tk Su ERE) AER. 


3. 若 OCC ЭЖ, с) — ТРОО. ро) 


3j 8 Minkowski 证 函 , 显 然 (z) 是 吕 上 的 连续 穷竭 函数 , 且 只 
有 一 个 零点 , 故 О 为 r- 域 . 在 $3.3 中 引 理 3. 3. 1 已 证 明了 : 若 
g€): Q—Q.,g(0)=0,U 202) 22 PG GO Bl rGomrGG). 
应 用 定理 3.7. 2 及 3.7. 3, 即 可 得 到 陈 正中 以 及 林 运 泳 与 洪 毅 呈 必 
的 结果 . 显然 ,定理 3. 7. 1 推广 了 他 们 的 结果 . 

4. 车 为 Carathéodory 完备 域 . MR r(z=)=Ca(0,z), о 
5j z 点 的 Carathéodory EB BI. Н Е 0 为 Carathéodory 完备 域 , 故 
点 集 : (EN: Caz) <a (a 六 0) 在 2 中 相对 紧 , 所 以 Ca C0 22 
2 上 的 连续 穷竭 小数 , 且 只 有 一 个 零点 , 故 日 为 r- 域 .此 外 ,已 知 
Carathéodory 距离 有 收缩 性 质 (Krantzt* 1) , Bl gg 383. 7. 3 中 的 条 
件 2 成 立 . 应 用 定理 3. 7. 2 及 3. 7. 3, 即 得 到 余 其 煌 \、 王 世 坤 、 獒 异 的 
结果 (文献 [3. 4] 中 定理 6. 3, 2). 


p21,JR (=) = 


% 5 х Ж + 255 - 


综 上 所 述 ,可 见 从 某 种 意义 上 讲 , 定 理 3. 7. 2 及 3.7. 3 给 出 了 十 
分 一 般 的 星 形 映 照 的 判别 准则 . 
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